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Ðàçáîð çàäà÷è ¾G. Øåñòåðåíêè¿

Àâòîð çàäà÷è è ðàçáîðà � Èâàí Áîãàòûé

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 30 áàëëîâ äîñòî÷íî áûëî çàïðîãðàììèðîâàòü ïåðåáîð âñåõ òðîåê, êîòîðûå
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïåðâîé, è ïðîâåðèòü, åñòü ëè ñðåäè íèõ âòîðàÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ìîäåëèðîâàòü îäèí ïîâîðîò øåñòåðåíîê äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå âñòðåòèì èëè òó òðîéêó,
ñ êîòîðîé íà÷èíàëè (è òîãäà îòâåò NO), èëè òó, êîòîðóþ õîòèì ïîëó÷èòü (è òîãäà îòâåò YES).

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ïîâîðîòîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî ñäåëàòü, ÷òîáû ïåðåéòè îò ïåðâîé
êîíôèãóðàöèè êî âòîðîé, åñëè ýòî âîçìîæíî. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ìû èìååì ñëåäóþùèå òðè
ñîîòíîøåíèÿ íà x: 

x ≡ a1 − b1 mod n,

x ≡ b2 − a2 mod m,

x ≡ a3 − b3 mod k.

(1)

×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ çàäà÷è, íàäî âñåãî ëèøü óçíàòü, èìååò ëè äàííàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åå ïî ìîäóëþ êàæäîãî ïðîñòîãî
äåëèòåëÿ n,m,k. Áîëåå òî÷íî, åñëè n = n′ ·pe1 , m = m′ ·pe2 , k = k′ ·pe3 , è e1, e2, e3 ìàêñèìàëüíû,
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 

x ≡ a1 − b1 mod pe1 ,

x ≡ b2 − a2 mod pe2 ,

x ≡ a3 − b3 mod pe3

(2)

äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p.
Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü (ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ) òàêîé ñèñòåìû íåòðóäíî: x

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñðàâíåíèÿ, â êîòîðîì ei ìàêñèìàëüíî. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íàäî ïîäñòàâèòü
â äâà äðóãèõ ñðàâíåíèÿ, è óáåäèòüñÿ, ÷òî íå âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èé.

Åñëè, íàïðèìåð, e1 ≥ e2 è e1 ≥ e3, òî ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (2) ðàâíîâèëüíà âûïîëíåíèþ
ðàâåíñòâ a1 − b1 ≡ b2 − a2 mod pe2 è a1 − b1 ≡ a3 − b3 mod pe3 .

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ, íà÷àëüíàÿ ñèñòåìà (1) èìååò ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p ñèñòåìû (2) ñîâìåñòíû. Åñòåñòâåííî, èìååò ñìûñë
ïðîâåðÿòü ëèøü òå p, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè õîòÿ áû îäíîãî èç n, m, k. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà âðåìÿ ðàçëîæåíèÿ n, m, k íà ïðîñòûå,
ò.å. óêëàäûâàþùèéñÿ â îãðàíè÷åíèÿ n, m, k ≤ 109.

Ïðèìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó èç äâóõ ñðàâíåíèé{
x ≡ a mod n,

x ≡ b mod m.
(3)

Îáîçíà÷èì g = gcd(n, m) (íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü). Òîãäà ñèñòåìà (3) ðàâíîñèëüíà
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ñëåäóþùåé: 
x ≡ a mod g,

x ≡ a mod n/g,

x ≡ b mod g,

x ≡ b mod m/g,

(4)

à îíà ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ≡ b mod g.
Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé ìåõàíèçì, èñõîäíóþ ñèñòåìó (1) ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå èç, âîîáùå

ãîâîðÿ, äåâÿòè ñðàâíåíèé ñ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûìè ìîäóëÿìè (ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
êîòîðîé ãàðàíòèðóåò êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ), ëèáî îáíàðóæèòü åå íåñîâìåñòíîñòü.
Òàê ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó íà 100 áàëëîâ, îäíàêî çäåñü ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä,
äàþùèé áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå

Äîêàæåì, ÷òî äâå òðîéêè (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3) ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîâîðîòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ñðàâíåíèé

a2 + a1 ≡ b2 + b1 mod gcd(m, n),

a2 + a3 ≡ b2 + b3 mod gcd(m, k),

a1 − a3 ≡ b1 − b3 mod gcd(n, k).

(5)

Èëè, ýêâèâàëåíòíî: 
a2 + a1 ≡ b2 + b1 mod gcd(m, n),

a2 + a3 ≡ b2 + b3 mod gcd(m, k),

a1 − a3 ≡ b1 − b3 mod gcd(n, k)/ gcd(n, m, k).

Ïðè ýòîì ìû íåÿâíî ïîëó÷èì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà
Åâêëèäà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðè îäíîì ïîâîðîòå íà ïåðâîé øåñòåðåíêå âìåñòî ÷èñëà a1 âîçíèêàåò
÷èñëî a1 − 1 èëè a1 − 1 + n, íà âòîðîé øåñòåðåíêå âìåñòî ÷èñëà a2 âîçíèêàåò ÷èñëî a2 + 1
èëè a2 + 1−m, íà òðåòüåé øåñòåðåíêå âìåñòî ÷èñëà a3 âîçíèêàåò ÷èñëî a3− 1 èëè a3− 1 + k.
Âèäíî, ÷òî ïðè îäíîì ïîâîðîòå, à çíà÷èò è ïðè ëþáîì èõ êîëè÷åñòâå, âåëè÷èíû

a2 + a1 mod gcd(m, n), a2 + a3 mod gcd(m, k), a1 − a3 mod gcd(n, k)

íå ìåíÿþòñÿ.
Äîñòàòî÷íîñòü.

Íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé ëþáóþ òðîéêó âèäà (1, ã2, ã3), ãäå 1 ≤ ã2 ≤ gcd(n, m) è
1 ≤ ã3 ≤ gcd(lcm(n, m), k) (lcm � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå).

Äîêàæåì, ÷òî ñäåëàâ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîå ÷èñëî ïîâîðîòîâ, êîíôèãóðàöèþ (a1, a2, a3)
ìîæíî ïåðåâåñòè â íåêîòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ (1, ã2, ã3). Ñäåëàâ ñïåðâà a1 − 1 ïîâîðîòîâ,
ìû ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîé òðîéêå (1, ā2, ā3). Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà ñóùåñòâóþò òàêèå
öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî gcd(n,m) = ym − xn. Òîãäà ïîñëå ñîâåðøåíèÿ xn ïîâîðîòîâ ÷èñëî
íà ïåðâîé øåñòåðåíêå íå èçìåíèòñÿ, à ÷èñëî íà âòîðîé øåñòåðåíêå óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà
gcd(n,m). Îïÿòü æå, ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà z è t, ÷òî
gcd(lcm(n, m), k) = z lcm(n, m) − tk. Òîãäà ïîñëå ñîâåðøåíèÿ z lcm(n, m)n ïîâîðîòîâ ÷èñëà
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íà ïåðâîé è âòîðîé øåñòåðåíêàõ íå èçìåíÿòñÿ, à ÷èñëî íà òðåòüåé óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà
gcd(lcm(n,m), k). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ¾ïîäêðóòèòü¿ êîíôèãóðàöèþ (1, ā2, ā3) òàê,
÷òîáû ïîëó÷èòü èç íåå êàíîíè÷åñêóþ.

Ïîëó÷åííàÿ òðîéêà (1, ã2, ã3) ýêâèâàëåíòíà ïåðâîíà÷àëüíîé òðîéêå, ïîýòîìó ñâÿçàíà ñ
íåé ñðàâíåíèÿìè (5). Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (5) îïðåäåëÿåò åå îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü åùå îäíà êàíîíè÷åñêàÿ òðîéêà (1, â2, â3) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñðàâíåíèé (5). Òîãäà

ã2 ≡ â2 mod gcd(m,n),

ã2 + ã3 ≡ â2 + â3 mod gcd(m, k),

ã3 ≡ â3 mod gcd(n, k).

Èç ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ è îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëà ã2 è â2 âûòåêàåò ðàâåíñòâî ã2 = â2. Ïîýòîìó
äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà èç ñèñòåìû ñðàâíåíèé ïðèíèìàþò âèä{

ã3 ≡ â3 mod gcd(m, k),

ã3 ≡ â3 mod gcd(n, k),

÷òî ýêâèâàëåíòíî îäíîìó ñðàâíåíèþ

ã3 ≡ â3 mod lcm(gcd(m, k), gcd(n, k)).

À òàê êàê lcm(gcd(m, k), gcd(n, k)) = gcd(lcm(n, m), k), òî ã3 = â3.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé òðîéêè (a1, a2, a3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ýêâèâàëåíòíàÿ åé êàíîíè÷åñêàÿ òðîéêà. Ïîýòîìó êîíôèãóðàöèè (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3)
ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíûå èì
êàíîíè÷åñêèå òðîéêè ñîâïàäàþò, ÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëåíèþ äëÿ íèõ ñèñòåìû (5).
Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî ñèñòåìà (5) âûïîëíåíà äëÿ èñõîäíûõ
êîíôèãóðàöèé.
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