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Ðàçáîð çàäà÷è ¾B. Ïðàçäíè÷íûå îòêðûòêè¿

Àâòîð çàäà÷è � Å. Àíäðååâà, àâòîð ðàçáîðà � Á. Âàñèëåâñêèé

Íàçîâåì äâå îòêðûòêè ñîñåäíèìè, åñëè îíè ïåðåñåêàþòñÿ õîòÿ áû ïî îäíîé êëåòêå ñòîëà.
Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòîé, íî âàæíûé ôàêò, ñëåäóþùèé èç óñëîâèÿ. Ïóñòü

ñóùåñòâóåò ñïîñîá èçâëå÷ü ïîëîâèíó îòêðûòîê òðåáóåìûì îáðàçîì. Ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, a2, . . . , ap, ãäå p = nm/2. Òîãäà
ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà óêàçàííûõ ÷èñåë òàêæå ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ
çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîðÿäîê èçâëå÷åíÿ îòêðûòîê íå èìååò çíà÷åíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàâàÿ î÷åðåäíóþ, ìû âëèÿåì ëèøü íà ñîñåäíèå ñ äàííîé îòêðûòêè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , ap î÷åâèäíî íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ñîñåäíèå, âåäü èíà÷å êëåòêà ñòîëà, ïî êîòîðîé îíè ïåðåñåêàþòñÿ, ñòàíåò â
ðåçóëüòàòå íåíàêðûòîé.

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ

Äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû òåñòîâ äîñòàòî÷íî áûëî íàïèñàòü êàêîé-íèáóäü ïåðåáîð.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì êëåòêó (i, j) ñòîëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðîâíî îäíà èç äâóõ îòêðûòîê,

íàêðûâàþùèõ ýòó ÿ÷åéêó, áóäåò èçâëå÷åíà. Â ñâåòå ðàññóæäåíèé â íà÷àëå ðàçáîðà, äëÿ
êàæäîé êëåòêè äîñòàòî÷íî áóäåò ïåðåáðàòü îáà ýòèõ âàðèàíòà. Òîãäà ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü
2NM êîíôèãóðàöèé, ÷òî äîïóñòèìî ïðè íåáîëüøèõ îãðàíè÷åíèé òåñòîâ ïåðâîé ãðóïïû
NM ≤ 24. Êàæäóþ èç íèõ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íà êîððåêòíîñòü. Åñëè ïðîòèâîðå÷èé íå
âîçíèêëî, òî åñòü êàæäàÿ êëåòêà ñòîëà íàêðûâàåòñÿ ðîâíî îäíîé îòêðûòêîé, òî îòâåò íàéäåí.

Âàæíî òàêæå íå çàáûâàòü ïðî ñóùåñòâîâàíèå òåñòîâ ñ îòâåòîì NO.

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ

Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàìè áóäóò êëåòêè ñòîëà, à ðåáðàìè � îòêðûòêè. Åñëè
îòêðûòêà ëåæèò íà êëåòêàõ (i1, j1) è (i2, j2) ñòîëà, òî ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðåáðî ñîåäèíÿåò
âåðøèíû (i1, j1) è (i2, j2) ãðàôà. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà äâóì. Åñëè
íà ñòîëå èìåþòñÿ ñîâïàäàþùèå îòêðûòêè, òî â ïîñòðîåííîì ãðàôå âîçíèêíóò êðàòíûå ðåáðà.

Íàçîâåì âåðøèíó (i, j) ÷åòíîé, åñëè ñóììà i + j ÷åòíàÿ. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû áóäåì
íàçîâàòü íå÷åòíûìè.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì: ïåðâàÿ äîëÿ ñîñòîèò èç
÷åòíûõ âåðøèí, âòîðàÿ � èç íå÷åòíûõ. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ýòîì ãðàôå
è îáîçíà÷èì åãî ðàçìåð ÷åðåç A. Åñëè A = NM/2, òî åñòü ïàðîñîò÷åòàíèå ñîâåðøåííî,
òîãäà âûáðàííûå ðåáðà (îòêðûòêè) èñêîìûå � óäàëÿÿ èõ, ìû îñòàâèì ðîâíî îäèí ñëîé íà
ñòîëå. Ýòî îáóñëîâëåííî òåì, ÷òî òåïåðü èç êàæäîé âåðøèíû âåäåò ðîâíî îäíî ðåáðî, òî åñòü
êàæäóþ êëåòêó íàêðûâàåò ðîâíî îäíà îòêðûòêà.

Âåðíûì ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñóùåñòâóåò ñïîñîá äîñòàòü íåêîòîðûå
îòêðûòêè òðåáóåìûì îáðàçîì, òî â íàøåì ãðàôå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå,
ñîñòàâëåííîå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îòêðûòêàì ðåáåð. Èòàê, åñëè A < NM/2, òî îòâåò
NO.

Îãðàíè÷åíèÿ âòîðîé ãðóïïû òåñòîâ áûëè òàêèìè, ÷òî ìîæíî áûëî õðàíèòü ýòîò
ãðàô â ïàìÿòè ëþáûì ñïîñîáîì. Äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîæíî áûëî
âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Êóíà.
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Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ãðàô, îïèñàííûé â ðåøåíèè íà 60 áàëëîâ. Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû â íåì ðàâíà äâóì. Ïîýòîìó íàø ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç
íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì öèêëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî óäàëèòü
ðîâíî NM/2 ðåáåð òàê, ÷òîáû ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñòàëà ðîâíî 1, èëè âûÿñíèòü, ÷òî
ýòî íåâîçìîæíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó îïåðàöèþ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî öèêëà.
Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ è îáîçíà÷èì åãî C . Åñëè îí èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òî èñêîìîãî
ñïîñîáà íå ñóùåñòâóåò. Èíà÷å, ïóñòü ðåáðà ýòîãî öèêëà èìåþò íîìåðà c1, c2, . . . , c2k. ßñíî,
÷òî íàäî óäàëÿòü ëèáî âñå íå÷åòíûå (c1, c3, . . . , c2k−1), ëèáî âñå ÷åòíûå (c2, c4, . . . , c2k).
Èç ðàññóæäåíèÿ â íà÷àëå ðàçáîðà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì äëÿ âîçìîæíîñòè óäàëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå â íåé òàêèõ ðåáåð, ÷òî ñîîòâóòñòâóþùàÿ îòêðûòêà ëåæèò ñíèçó îáåèìè
ïîëîâèíêàìè.

Èòàê, åñëè ó êàæäîãî èç öèêëîâ Ci äëèíà äåëèòñÿ íà 2, è èç Ci ìîæíî óäàëèòü ëèáî âñå
÷åòíûå, ëèáî âñå íå÷åòíûå ðåáðà, òî îòâåò YES. Èíà÷å (åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ïëîõîé
öèêë) îòâåò NO.

Îïèñàííîå ðåøåíèå ðàáîòàåò çà O(NM), ÷òî äîïóñòèìî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1 ≤ N, M ≤ 700.
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