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Ðàçáîð çàäà÷è ¾Çàïîëíèòå ìàññèâ¿

Àâòîð çàäà÷è � Â. Ãóðîâèö, àâòîð ðàçáîðà � Â. Êàóøàíñêèé

Íåñìîòðÿ íà ñõîæåñòü ôîðìóëèðîâîê çàäà÷è ñ òàêèì íàçâàíèåì â ëèãàõ A è B ñèëüíî
ðàçëè÷àëèñü ïî ñëîæíîñòè.

Â ëèãå B íàäî áûëî ïðèâåñòè ïðèìåð õîòÿ áû îäíîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë 2, 3, . . . , n + 1 â
ìàññèâå a[1..n] òàê, ÷òîáû a[i] äåëèëîñü áû íà i. Âîò îäèí èç âàðèàíòîâ:

(
i : 1 2 3 4 5 6 7 · · · n

a[i] : n + 1 2 3 4 5 6 7 · · · n

)
a[i] =

{
n + 1, åñëè i = 1;

i, èíà÷å.
(1)

Â ëèãå À íàäî áûëî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàññòàíîâîê, ÷òî ìû ñåé÷àñ è îáñóäèì.
Íàçîâåì òðèâèàëüíîé ðàññòàíîâêó ÷èñåë (1).

Ðåøèì çàäà÷ó äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì. Ïóñòü dp[n] � îòâåò äëÿ n, òî åñòü
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷èñëà 2, 3, . . . , n + 1 â ìàññèâ a[1..n] óêàçàííûì îáðàçîì.
Ïóñòü ÷èñëî n + 1 ïîïàëî íà ïîçèöèþ k (òî åñòü a[k] = n + 1). Òîãäà äëÿ a[i] > k õîòÿ
áû ïðè i = k, k + 1, . . . , n, âñåãî n − k + 1 ÿ÷ååê. Íî ñðåäè ÷èñåë 2, 3, . . . , n + 1 áîëüøå k
êàê ðàç n − k + 1, ñëåäîâàòåëüíî, âñå îíè çàíèìàþò ìåñòà ñ k ïî n â ìàññèâå. Íå áîëüøèå
k ðàñïîëàãàþòñÿ òîãäà â ïîçèöèÿõ 1, 2, . . . , k − 1. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ñïîñîá ðàñïîëîæèòü ÷èñëà k + 1, k + 2, . . . , n ïî ïîçèöèÿì k + 1, . . . , n òðåáóåìûì ñïîñîáîì.(

i : . . . k k + 1 . . . n− 1 n
a[i] : . . . n + 1 k + 1 . . . n− 1 n

)
Èòàê, åñëè a[k] = n + 1, òî ÷èñëà áîëüøå k ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ìàññèâó åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì, êîëè÷åñòâî æå âàðèàíòîâ ðàñïîëîæèòü 2, 3, . . . , k + 1 ïî ïåðâûì k ïîçèöèÿì ïî
îïðåäåëåíèþ ðàâíî dp[k].

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âñåì ýòîì n + 1 îáÿçàíî äåëèòüñÿ íà k.
Â ñâåòå ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé ïîíÿòíà ðåêêóðåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ dp[n]

(ñóììèðîâàíèå ïðîõîäèò ïî âñåì k, íà êîòîðå äåëèòñÿ n + 1):

dp[n] =
∑

k|(n+1)

dp[k] (2)

Ñ÷èòàÿ dp[1] = 1, ìîæíî âû÷èñëèòü âñå dp[i], i ≤ n, çà O(n
√

n), ïåðåáèðàÿ äëÿ êàæäîãî
i âñå åãî äåëèòåëè (êîòîðûõ, êàê èçâåñòíî, íå áîëåå 2

√
i). Ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ òàêîå

ðåøåíèå ïðîõîäèò ïî âðåìåíè. Íàïèñàâ ïðîãðàììó, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè
òèïà integer (int) ïåðåïîëíåíèÿ íå âîçíèêíåò.

Òåì íå ìåíåå, ïðè ãðàìîòíîì ïåðåáîðå äåëèòåëåé îöåíêà íà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
ñíèæàåòñÿ äî O(n log n):

fillchar(dp, sizeof(dp), 0);

for i := 1 to n do

for j := 2 to n div i do

dp[i*j] += dp[i];

Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè íå ïðåâûøàåò n
1

+ n
2

+ · · ·+ n
n

= O(n log n).

Ñòðàíèöà 1 èç 1


