
1 Çàäà÷à A. Òèìáèëäèíã

Ðåøåíèå íà 25 áàëëîâ. Èç-çà îãðàíè÷åíèé 4 ≤ n ≤ 10, 2 ≤ k < n è ôàêòà, ÷òî n äåëèòñÿ íà k,
ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîçìîæíî ñîâñåì íåìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âõîäíûõ äàííûõ, à èìåííî, ñëåäó-
þùèå ïàðû (n, k): (4, 2), (6, 2), (8, 2), (10, 2), (6, 3), (9, 3), (8, 4) è (10, 5). Íà êàæäûé èç ýòèõ âàðèàíòîâ
ìîæíî îïðåäåëèòü îòâåò, â áóêâàëüíîì ñìûñëå, ïîñ÷èòàâ åãî íà ëèñòî÷êå áóìàãè.

Ðåøåíèå íà 50 áàëëîâ. Ïðåäñòàâèì ðàçáèåíèå ïî êîìàíäàì â îáà äíÿ ñëåäóþùèì ãðàôè÷åñêèì
îáðàçîì. Ðàñïîëîæèì âñåõ n ëþäåé êîìïàíèè â âèäå òàáëèöû èç k ñòðîê è n/k ñòîëáöîâ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâîâàë îäíîé êîìàíäå, ó÷àñòâîâàâøåé â ïåðâûé äåíü. Ðàçáèòü ëþäåé
íà êîìàíäû âî âòîðîé äåíü � çíà÷èò ïîêðàñèòü êëåòêè ýòîé òàáëèöû â n/k öâåòîâ òàê, ÷òîáû êàæäîãî
öâåòà áûëî ðîâíî k êëåòîê (òàêèì îáðàçîì, êàæäûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò îäíîé êîìàíäå âòîðîãî äíÿ).

Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð ëþäåé, ïîáûâàâøèõ â îäíîé êîìàíäå â îáà äíÿ. Â ïðåäåëàõ îäíîé êîìàí-

äû ïåðâîãî äíÿ, òî åñòü, îäíîãî ñòîëáöà, ýòî êîëè÷åñòâî âûðàæàåòñÿ ñóììîé x1(x1−1)
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Óïðàæíåíèå ïî ìàòåìàòèêå: äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèÿ x2
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âñå xi öåëûå, è ÷òî x1 + . . .+ xn = k, äîñòèãàåòñÿ, åñëè ëþáûå äâà ÷èñëà xi è xj îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,
÷åì íà îäèí (ïîäñêàçêà: èíà÷å îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ìîæíî óìåíüøèòü íà îäèí, à äðóãîå � óâåëè÷èòü).

Òàêèì îáðàçîì, ìû õîòèì, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå êàæäîãî öâåòà áûëî ¾ïðèáëèçèòåëüíî ïîðîâíó¿.
Íåñëîæíî ïðèäóìàòü, êàê íóæíî êðàñèòü êëåòêè òàáëèöû, ÷òîáû äîñòè÷ü òàêîãî ýôôåêòà � äîñòà-
òî÷íî èõ êðàñèòü ñíà÷àëà â ïåðâûé öâåò, ïîòîì âî âòîðîé öâåò, è òàê äàëåå, â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ïî
ñòðîêàì òàáëèöû. Â äàííîé ãðóïïå òàáëèöó ìîæíî ÿâíî ñîõðàíèòü ïîñòðîèòü â ïàìÿòè ïðîãðàììû, à
ïîòîì ÷åñòíî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïàð ëþäåé, ïîáûâàâøèõ â îäíîé è òîé æå êîìàíäå â îáà äíÿ.
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð äëÿ n = 35,
k = 7

Ðåøåíèå íà 75 áàëëîâ. Â ýòîé ãðóïïå íåëüçÿ ïîñ÷èòàòü èñêîìîå
êîëè÷åñòâî ïàð ëþäåé, ÿâíî ïåðåáðàâ âñå ïàðû ëþäåé â ïîñòðîåííîì îò-
âåòå, íî ìîæíî ýòî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü, íàïðèìåð, ôîðìóëîé èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïî êîòîðîé îòâåò ñ÷èòàåòñÿ çà âðåìÿ, ïðîïîðöèî-
íàëüíîå ïëîùàäè òàáëèöû. Èíûìè ñëîâàìè, â äàííîé ãðóïïå òåñòîâ òðå-
áóåòñÿ ðåøåíèå çà âðåìÿ O(n). Òàêæå, íà÷èíàÿ ñ äàííîé ãðóïïû òåñòîâ
îòâåò íà çàäà÷ó âûõîäèò çà ïðåäåëû 32-áèòíîãî òèïà äàííûõ, ïîýòî-
ìó äëÿ åãî õðàíåíèÿ íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 64-áèòíûì òèïîì äàííûõ,
ïðåäîñòàâëÿåìûì âàøèì ÿçûêîì.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Â ýòîé ãðóïïå ïðåäëàãàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî îòâåò ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÿâíî íå ñòðîÿ îïèñàííóþ òàáëèöó â ïà-
ìÿòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü çà % îïåðàöèþ âçÿòèÿ îñòàòêà
îò äåëåíèÿ, à çà div � îïåðàöèþ öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ, è ïîëîæèòü
w = n/k, h = k, òî â êàæäîì ñòîëáöå áóäåò ðîâíî h%w öâåòîâ, â êîòîðûå

îêðàøåíû (hdivw) + 1 êëåòîê, à âñå îñòàëüíûå öâåòà áóäóò ñîäåðæàòü ïî hdivw êëåòîê. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò çàïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ îòâåòà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ êîíñòàíòíîå êîëè÷åñòâî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

2 Çàäà÷à B. Áîëüøèå ïëàíû

Ðåøåíèå íà 50 áàëëîâ. Â äàííîé ãðóïïå ìîæíî ÿâíî ïðîâåðèòü òðåáîâàíèÿ ìèãðàöèîííîé ïî-
ëèòèêè äëÿ êàæäîãî îòðåçêà ïîåçäêè, ñîñòîÿùåãî èç ðîâíî b äíåé. Òàêîå ðåøåíèå áóäåò ðàáîòàòü çà
ñëîæíîñòü O(a2), ÷åãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîõîæäåíèÿ äàííîé ãðóïïû, íî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîõîæäåíèÿ
ñëåäóþùåé.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Â äàííîé ãðóïïå òåñòîâ òðåáóåòñÿ òàê èëè èíà÷å îïòèìèçèðîâàòü ïðî-
öåäóðó ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâà äíåé íà äàííîì îòðåçêå âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ òóðèñò íàõîäèòñÿ
íà òåððèòîðèè ñòðàíû. Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàðèìåð, ñîñòàâèòü ìàññèâ ïðåôèêñíûõ ñóìì (ò. å., ìàññèâ
sum[i], â êîòîðîì i-å çíà÷åíèå ðàâíî êîëè÷åñòâó äíåé ñðåäè ïåðâûõ i äíåé, ïðîâåäåííûõ òóðèñòîì â
ñòðàíå), è èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ âèäà sum[i+b]−sum[i] äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ïðîâåäåííûõ òóðè-
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ñòîì äíåé â ñòðàíå íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå ñ âðåìåííîé
ñëîæíîñòüþ O(a).

3 Çàäà÷à C. ×èñòûå íîñêè

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Â äàííîé ãðóïïå òåñòîâ ðàçðåøàåòñÿ ãðóïïèðîâàòü òîëüêî íîñêè îäèíà-
êîâîãî îòòåíêà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîäåëèòü ðàçìåð êàæäîé ãðóïïû íîñêîâ îäíîãî îòòåíêà ïîïîëàì
íàöåëî, è ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ.

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ. Äàííàÿ ïîäçàäà÷à ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãëè áû ïðè
äîëæíîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷àòü ñòî áàëëîâ, íî ïî÷åìó-òî ïîëó÷àþò òîëüêî øåñòüäåñÿò :)

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â îïòèìàëüíîì îòâåòå
ìîæíî ãðóïïèðîâàòü òîëüêî ïàðû íîñêîâ, ÷üè îòòåíêè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè
âñåõ îòòåíêîâ íîñêîâ. Îòñîðòèðóåì âñå íîñêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ îòòåíêà, è ðàçîáüåì íîñêè íà
ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó îòòåíêàìè ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ íîñêîâ íå ïðåâîñõîäèò
d. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñãðóïïèðîâàâ ñîñåäíèå íîñêè ïî ïàðàì â ïðåäåëàõ êàæäîé ãðóïïû (âîçìîæíî,
îäèí íîñîê èç ãðóïïû îñòàíåòñÿ íåâîñòðåáîâàííûì), ìû ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé îòâåò. Ðåøåíèå èìååò
àñèìïòîòèêó O(n log n).

4 Çàäà÷à D. Êëàâèàòóðà è âèðóñ

×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, íóæíî òùàòåëüíî ïðî÷èòàòü å¼ óñëîâèå, è ïîíÿòü, ÷òî â êà÷åñòâå îòâåòà
òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ ñèìâîëîâ
ïî âñåì ïàðàì ÿçûêîâ.

Ðåøåíèå äëÿ 1 ãðóïïû òåñòîâ. Â äàííîé ãðóïïå ìîæíî ïåðåáèðàòü ñèìâîë ïåðâîãî ÿçûêà è
ñèìâîë âòîðîãî ÿçûêà, è óâåëè÷èâàòü ñ÷¼ò÷èê îòâåòà íà îäèí êàæäûé ðàç, êîãäà îíè ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå äëÿ 2 ãðóïïû òåñòîâ. Â äàííîé ãðóïïå ìîæíî çàâåñòè ìàññèâ ðàçìåðà 105, â êîòîðîì
óâåëè÷èòü íà îäèí âñå ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþøèå ýëåìåíòàì ïåðâîãî ÿçûêà è ýëåìåíòàì âòîðîãî ÿçûêà.
Òîãäà òå ïîçèöèè, â êîòîðûõ â èòîãå îêàæåòñÿ çàïèñàíà äâîéêà, ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì, ëåæàùèì
â ïåðåñå÷åíèè.

Ðåøåíèå äëÿ 3 ãðóïïû òåñòîâ. Â äàííîé ãðóïïå ìîæíî ¾ñæàòü êîîðäèíàòû¿ è âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïåðâûì ðåøåíèåì, òî åñòü, çàìåíèòü êàæäîå ÷èñëî èç îáîèõ ìíîæåñòâ íà åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð
ñðåäè âñåõ ÷èñåë. À ìîæíî îòñîðòèðîâàòü îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
çà ëèíåéíîå âðåìÿ, óñòàíîâèâ ïî óêàçàòåëþ íà ïåðâûå ýëåìåíòû îáîèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è äâèãàÿ
òîò èç íèõ íà êàæäîì øàãå, êîòîðûé óêàçûâàåò íà ìåíüøèé ýëåìåíò. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò îáà
óêàçàòåëÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàâíûì ÷èñëàì, òî îòâåò ìîæíî óâåëè÷èòü íà îäèí.

Ðåøåíèå äëÿ 4 ãðóïïû òåñòîâ. Â äàííîé ãðóïïå ìîæíî ïåðåáðàòü âñå ïàðû ÿçûêîâ, è äëÿ
êàæäîé ïàðû äâóìÿ âëîæåííûìè öèêëàìè íàéòè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè. Òàêîå ðåøåíèå
áóäåò ðàáîòàòü çà âðåìÿ O(n2m2).

Ðåøåíèå äëÿ 5 ãðóïïû òåñòîâ. Ïðåäñòàâèì êàæäîå ìíîæåñòâî â âèäå 200-áèòíîé ìàñêè. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ÿçûêîâ � ýòî êîëè÷åñòâî óñòàíîâëåííûõ áèò â ïîáèòîâîì
¾È¿ ìàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ýòèì ÿçûêàì. Áóäåì õðàíèòü êàæäóþ 200-áèòíóþ ìàñêó â âèäå 13
16-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë. Òîãäà ïîñ÷èòàòü ïîáèòîâîå ¾È¿ äâóõ ìàñîê ìîæíî çà 13 áèòîâûõ îïåðàöèé
íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè, à îïðåäåëèòü ñóììàðíîå ÷èñëî áèò â íèõ ìîæíî, ïðåäïîäñ÷èòàâ ÷èñëî
óñòàíîâëåííûõ áèò äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ 16-áèòíûõ öåëûõ ÷èñåë è ñîõðàíèâ ðåçóëüòàòû â ìàññèâ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå, ñîâåðøàþùåå ïîðÿäêà 100002/2 · 13 · 2 î÷åíü ïðîñòûõ áèîòâûõ îïåðàöèé,
êîòîðîå óêëàäûâàåòñÿ â îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè ñ òðåõêðàòíûì çàïàñîì.

Ðåøåíèå äëÿ 6 ãðóïïû òåñòîâ. Ðàçîáü¼ì ñèìâîëû íà äâå êàòåãîðèè: ë¼ãêèå è òÿæ¼ëûå. Áóäåì
íàçûâàòü ñèìâîë ë¼ãêèì, åñëè îí âñòðå÷àåòñÿ â ìåíåå, ÷åì C ÿçûêàõ, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà,
çíà÷åíèå êîòîðîé ìû ïîäáåð¼ì ïîçäíåå. Îñòàëüíûå ñèìâîëû áóäåì íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, òÿæ¼ëû-
ìè.

Èäåÿ ðåøåíèÿ òàêîâà. Çàâåä¼ì äâóìåðíûé ìàññèâ ans[][], â êîòîðîì áóäåì ñ÷èòàòü ðàçìåðû ïåðåñå-
÷åíèé äëÿ êàæäîé ïàðû ìíîæåñòâ. Äëÿ êàæäîãî ë¼ãêîãî ñèìâîëà ïðîéä¼ìñÿ ïî âñåì ïàðàì ìíîæåñòâ,
â êîòîðûõ îí ôèãóðèðóåò, è óâåëè÷èì äëÿ íèõ îòâåò íà åäèíèöó. Âñå òÿæåëûå ñèìâîëû ïåðåíóìåðóåì
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ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, è âûïèøåì äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ìàñêó, â êîòîðîé åäè-
íèöû ñòîÿò íà ïîçèöèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òÿæ¼ëûì ñèìâîëàì, ïðèñóòñòâóþùèì â ìíîæåñòâå. Ïîñëå
÷åãî çàïóñòèì íà òÿæ¼ëûõ ìíîæåñòâàõ ðåøåíèå èç ïðåäûäóùåé ãðóïïû òåñòîâ, èñïîëüçóþùåå áèòîâîå
ñæàòèå.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî òÿæåëûõ ñèìâîëîâ. Êàæäûé òÿæ¼ëûé ñèìâîë âñòðå÷àåòñÿ ìèíèìóì C ðàç, à
ñóììàðíûé ðàçìåð âñåõ ìíîæåñòâ � nm, çíà÷èò òÿæ¼ëûõ ñèìâîëîâ � nm

C . Çíà÷èò, ñëîæíîñòü âòîðîé

÷àñòè ðåøåíèÿ � ïîðÿäêà 1
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Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû ïåðâîé ÷àñòè ðåøåíèÿ. Ïåðâàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ ðàáîòàåò çà íå áîëåå, ÷åì
k21 + . . . + k2l , ãäå k1, . . . , kl � êîëè÷åñòâî ðàç, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ êàæäûé èç ë¼ãêèõ ñèìâîëîâ. Ïðè
ýòîì, ó íàñ åñòü óñëîâèÿ 0 ≤ ki ≤ C è

∑
ki ≤ nm. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì äàííîãî âûðàæåíèÿ

äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå ki êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî, ðàâíÿþòñÿ íóëþ èëè C (èäåÿ: åñëè ó íàñ åñòü äâà
÷èñëà ki è kj ñòðîãî ìåæäó íóë¼ì è C, òî èõ ìîæíî ¾ðàçäâèíóòü¿ ñ ñîõðàíåíèåì ñóììû, ïðè ýòîì
ñóììà èõ êâàäðàòîâ óâåëè÷èòñÿ). Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â ïåðâîé ÷àñòè ðåøåíèÿ èìååò ïîðÿäîê
C2

2
nm
C = nmC

2 .

Çíà÷èò, îáùàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ � nmC
2 + 1

64
n3m
C ≥ 2

√
nmC

2 · 1
64

n3m
C = n2m

4
√
2
(íåðàâåíñòâî ñëåäóåò

èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì), à ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ

ïðè C =
√

n2

32 .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ëèøü òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ, à íà
ïðàêòèêå æå ñëåäóåò ïîäîáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû C ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â çàâèñèìîñòè
îò îïòèìàëüíîñòè ðåàëèçàöèè è àêêóðàòíîñòè ïîäáîðà êîíñòàíòû C, òàêîå ðåøåíèå íàáèðàåò íà äàííîé
ãðóïïå òåñòîâ îò 0 äî 40 áàëëîâ.

5 Çàäà÷à E. Dungeons & Dragons

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäçàäà÷å ìîæíî ïåðåáðàòü êàê çíà÷åíèå, âûïàâøåå íà ïåðâîì
êóáèêå, òàê è çíà÷åíèå, âûïàâøåå íà âòîðîì êóáèêå, è ïðîâåðèòü, ÷òî èõ ñóììà â äåéñòâèòåëüíîñòè
ðàâíà n.

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäçàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðåáèðàòü çíà÷åíèå,
âûïàâøåå íà âòîðîì êóáèêå, íå íóæíî, òàê êàê îíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâîìó çíà÷åíèþ ïî ôîðìóëå
y = n− x, ãäå x � çíà÷åíèå, âûïàâøåå íà ïåðâîì êóáèêå, à çíà÷èò, åãî ìîæíî ïîñ÷èòàòü, è ïðîâåðèòü,
÷òî îíî ïðèíàäëåæèò äèàïàçîíó îò c äî d.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. ×òîáû ðåøèòü äàííóþ ïîäçàäà÷ó, ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ çàäà÷è. Ïóñòü x � ÷èñëî, âûïàâøåå íà ïåðâîì êóáèêå, à y � ÷èñëî,
âûïàâøåå íà âòîðîì êóáèêå. Âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîëîæåíèé òî÷êè (x, y) íà ïëîñ-
êîñòè îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ïðîñòèðàþùèìñÿ ïî ãîðèçîíòàëè îò a äî b, è ïî âåðòèêàëè îò
c äî d. Íàñ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñïðàøèâàþò êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â ïåðåñå÷åíèè äàí-
íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ïðÿìîé y = x − n. Âîñïîëüçîâàâøèñü äàííûì ÷åðòåæîì, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî
ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî ïÿòü âàðèàíòîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìîé è ïðÿìîóãîëüíèêà (â çà-
âèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîïàâøèõ íèæå ïðÿìîé), à òàêæå ìîæíî ñîñòàâèòü
äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ ïðîñòóþ ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ îòâåò â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àå.
Íàïðèìåð, åñëè n < a + c, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòâåò � 0, à åñëè a + c ≤ n ≤ min{a + d, b + c}, òî
îòâåò ðàâåí n− a− c+ 1. Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè îñòàþòñÿ ïûòëèâîìó ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå.

6 Çàäà÷à F. Äóðàêè è äîðîãè

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðà îêðàøåíû â öâåòà, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêàÿ êîìïàíèÿ èìè âëàäååò. Â äàííîé ïîäçàäà÷å åñòü ðåáðà âñåãî äâóõ öâåòîâ, ïîýòîìó çàäà÷à íà
ñàìîì äåëå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðàâäà ëè, ÷òî åñòü ïóòü èç ïåðâîé ñòîëèöû âî âòîðóþ,
ñîäåðæàùèé ð¼áðà òîëüêî ïåðâîãî öâåòà? À âòîðîãî?

Äëÿ îòâåòà íà îáà ýòèõ âîïðîñà ìîæíî ñîñòàâèòü ãðàô òîëüêî èç ð¼áåð ïåðâîãî è âòîðîãî öâåòà
ñîîòâåòñòâåííî, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì àëãîðèòìîì ïîèñêà ïóòè â í¼ì (íàïðèìåð, îáõîäîì â øèðèíó
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èëè â ãëóáèíó).
Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäçàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòü èäåþ ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ,

à èìåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî öâåò c ÿâëÿåòñÿ îáäåëåííûì, íàäî ñîñòàâèòü ãðàô èç ð¼áåð âñåõ
öâåòîâ êðîìå c, è ïðîâåðèòü, ñâÿçíû ëè â í¼ì âåðøèíû 1 è 2.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Äàííàÿ ïîäãðóïïà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, èìåíóåìîãî Divide-
and-Conquer (÷òî ïåðåâîäèòñÿ êàê Ðàçäåëÿé-è-Âëàñòâóé, à â îðèãèíàëå çâó÷èò êàê Divide Et Impera).
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó:

G = òåêóùèé ãðàô, õðàíèìûé â íåêîòîðîì âèäå

% ê ìîìåíòó âõîäà â äàííóþ ïðîöåäóðó â ãðàôå åñòü ðåáðà

% âñåõ öâåòîâ, êðîìå îòðåçêà öâåòîâ [l, r].

process(l, r):

| if (l == r):

| | % â ãðàôå ñåé÷àñ åñòü âñå ðåáðà êðîìå öâåòà l,

| | % çíà÷èò ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ äëÿ íåãî!

| | answer[l] = ñâÿçíû ëè âåðøèíû 1 è 2 ñåé÷àñ â ãðàôå G

| else:

| | m = (l + r) / 2

| | äîáàâü âñå ð¼áðà öâåòîâ l..m â ãðàô G

| | process(m + 1, r)

| | îòêàòè âñå èçìåíåíèÿ â ãðàôå G, ïðîèçâåä¼ííûå äâóìÿ ñòðîêàìè âûøå

| | äîáàâü âñå ð¼áðà öâåòîâ (m+1)..r â ãðàô G

| | process(l, m)

| | îòêàòè âñå èçìåíåíèÿ â ãðàôå G, ïðîèçâåä¼ííûå äâóìÿ ñòðîêàìè âûøå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, íàäî âûçâàòü äàííóþ ïðîöåäóðó ñ ïàðàìåòðàìè 1 è k. Ìîæíî óáåäèòüñÿ â êîð-
ðåêòíîñòè äàííîé ïðîöåäóðû, ïðîâåðèâ, ÷òî â êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå âûïîëíåíî ïðåä-óñëîâèå,
îïèñàííîå â êîììåíòàðèè ïåðåä íåé. Îñòàëîñü ïîíÿòü, â êàêîì èìåííî âèäå ñëåäóåò ïîääåðæèâàòü
ãðàô, ÷òîáû îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ðàáîòàëà ýôôåêòèâíî. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè äåðæàòü âåðøèíû ãðàôà
â DSU (disjoint set union, ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ), è àêêóðàòíî îòêàòûâàòü âñå èçìå-
íåíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ñ äàííîé ñòðóêòóðîé (íàïðèìåð, çàïèñûâàÿ âñå ïðîèçâîäèìûå èçìåíåíèÿ
â ñòåê), òî äàííàÿ ïðîöåäóðà ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(n log k log n)! Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
êàæäîå ðåáðî áóäåò äîáàâëåíî â ãðàô â íå áîëåå, ÷åì log k ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ, à âðåìÿ ðàáîòû
ñèñòåìû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ñ ýâðèñòèêîé ñæàòèÿ ïóòåé ñîñòàâëÿåò O(log n) íà çàïðîñ.

Äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåõíèêè Dynamic Connectivity O�ine.
Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî òàêæå ðåøàòü, ñâîäÿ åå ê ñòàíäàðòíîìó âàðèàíòó Dynamic Connectivity O�ine,
íî áîëåå îáùèé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíåå ýôôåêòèâíûì â ñèëó ïîâûøåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ïà-
ìÿòè (îò O(m) äî O(m logm) â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè). Ïîäðîáíåå î áîëåå îáùåé çàäà÷å ìîæíî
ïðî÷èòàòü â äàííîé ñòàòüå: http://se.math.spbu.ru/SE/diploma/2012/s/Kopeliovich_diploma.pdf.

7 Çàäà÷à G. Î÷åðåäü â ñòîëîâîé

Èäåÿ ëþáîãî ðàçóìíîãî ðåøåíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ïîíÿòü, êàê óñòðîåí ïðîöåññ ðàñ-
øèðåíèÿ î÷åðåäè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â î÷åðåäè áûëî x ÷åëîâåê, è ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäÿìè
âêëèíèëîñü ïî a ÷åëîâåê, òî èòîãîâûé ðàçìåð î÷åðåäè ñòàíåò ðàâåí x′ = x + (x − 1)a. Ýòî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà x′ − 1 = x − 1 + (x − 1)a = (x − 1)(a + 1). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
áûëà ïðîèçâåäåíà öåïî÷êà âêëèíèâàíèé èç a1, a2, . . . , ak ÷åëîâåê ñîîòâåòñòâåííî, òî âåðíî ðàâåíñòâî
x′ − 1 = (2 − 1)(a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak + 1) = (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak + 1), à çíà÷èò, çàäà÷à ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n− 1 â âèäå ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ñîìíîæèòåëåé. Êàê èçâåñòíî èç
ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë, äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n − 1 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë, òî åñòü, ôàêòîðèçîâàòü åãî.

Çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè ìîæíî äåëàòü ìíîæåñòâîì ðàçíûõ ñïîñîáîâ. Ýëåìåíòàðíûé è äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíûé ìåòîä ôàêòîðèçàöèè çà O(

√
n) íàáèðàåò óæå 80 áàëëîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòà áàëëîâ

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèáî ìåòîäîì Ëåìàíà, ëèáî ìåòîäîì Ïîëëàðäà ôàêòîðèçàöèè öåëîãî ÷èñëà.
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8 Çàäà÷à H. Ïóòíèê

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäãðóïïå ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû òîãî, êàêèå îñòàíîâêè
äåëàåò ýëåêòðè÷êà, è âûáðàòü èç íèõ îïòèìàëüíûé.

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ. Áóäåì äâèãàòüñÿ îò íà÷àëà ïóòè, âû÷èñëÿÿ ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó ìå-
òîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü D[i][t] � ýòî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ
ñî ñòàíöèé ñ íîìåðàìè íå áîëüøå i, êîòîðûå ïîåäóò íà íàøåé ñóïåð-ýëåêòðè÷êå, åñëè îò ñòàíöèè i
äî êîíöà ìàðøðóòà ýëåêòðè÷êà ïðîåäåò çà âðåìÿ t. Íåòðóäíî âûðàçèòü D[i][t] ÷åðåç D[i − 1][t − pi] è
D[i− 1][t− pi − 1], â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè ýëåêòðè÷êà íà îñòàíîâêå i èëè íåò.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Áóäåì äâèãàòüñÿ îò íà÷àëà ïóòè, âû÷èñëÿÿ ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó ìåòî-
äîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü D[i][j] � ýòî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ ñî
ñòàíöèé ñ íîìåðàìè íå áîëüøå i, êîòîðûå ïîåäóò íà íàøåé ñóïåð-ýëåêòðè÷êå, åñëè íà ýòèõ ñòàíöèÿõ
ýëåêòðè÷êà ñóììàðíî ñäåëàåò j îñòàíîâîê. ×òîáû ïîñ÷èòàòü D[i][j] ÷åðåç D[i − 1][j − 1] è D[i − 1][j]
çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíî äâà âàðèàíòà: ýëåêòðè÷êà ìîæåò êàê ïðîïóñòèòü îñòàíîâêó i (â òàêîì ñëó÷àå
çíà÷åíèå áóäåò ïðîñòî ðàâíî D[i − 1][j]), òàê è îñòàíîâèòüñÿ íà íåé (â òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèå áóäåò
ðàâíî D[i−1][j−1] ïëþñ, âîçìîæíî, ci, åñëè íàøà ñóïåð-ýëåêòðè÷êà ñ ó÷¼òîì j îñòàíîâîê äîåçæàåò äî
ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ ñòðîãî áûñòðåå ñòàðîé ýëåêòðè÷êè). Ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ
O(n2).

9 Çàäà÷à I. Ðåôåðàòû

Ðåøåíèå íà 15 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäãðóïïå ìîæíî áûëî ðåàëèçîâàòü ðîâíî òî, ÷òî íàïèñàíî â
óñëîâèè: ïåðåáðàòü äëÿ êàæäîé ñòðîêè âñå å¼ ïîäñòðîêè, è íàéòè èç íèõ ñàìóþ êîðîòêóþ, êîòîðàÿ íå
âõîäèò íè â îäíó äðóãóþ êàê ïîäñòðîêà. Âñåãî ìû ðàññìîòðèì O(L2) ïîäñòðîê, êàæäóþ èç êîòîðûõ
íóæíî ïðèëîæèòü ê îñòàëüíûì ñòðîêàì â O(L) ìåñòàõ, è ïðîâåðèòü íà ñîâïàäåíèå çà âðåìÿ O(L).
Òàêèì îáðàçîì, íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(L4) ñ î÷åíü ìàëåíüêîé
êîíñòàíòîé è ñ ë¼ãêîñòüþ óêëàäûâàåòñÿ â îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè.

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Â äàííîé ïîäãðóïïå ìîæíî çàõåøèðîâàòü âñå ïîäñòðîêè êàæäîé ñòðîêè,
è äëÿ êàæäîãî õåøà â õåø-òàáëèöå ñîõðàíèòü, â êàêîé ñòðîêå îí âñòðå÷àåòñÿ, ëèáî ïîìåòèòü åãî êàê
ïëîõîé, åñëè îí âñòðå÷àåòñÿ áîëåå, ÷åì â îäíîé ñòðîêå. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïåðåáîðîì äëÿ êàæäîé
ñòðîêè íàéòè å¼ êðàò÷àéøóþ ïîäñòðîêó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé ñòðîêîé, ëèáî îïðåäåëèòü, ÷òî
òàêîé íåò. Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ � O(L2).

Ðåøåíèå íà 45 áàëëîâ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðîêè ìîæíî íàéòè ñàìóþ äëèííóþ å¼ ïîä-
ñòðîêó, íå âñòðå÷àþùóþñÿ â äðóãèõ ñòðîêàõ, ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà (äåéñòâèòåëüíî, åñëè â
ñòðîêå åñòü òàêàÿ ïîäñòðîêà äëèíû l, òî è äëÿ ëþáîé äëèíû áîëüøå l òàêàÿ ïîäñòðîêà íàéä¼òñÿ, äîñòà-
òî÷íî ðàñøèðèòü ïîäñòðîêó äëèíû l äî íóæíîãî ÷èñëà ñèìâîëîâ). Çíà÷èò, äëÿ êàæäîé ñòðîêè ñäåëàåì
áèíàðíûé ïîèñê ïî äëèíå èñêîìîé ïîäñòðîêè, ïîñëå ÷åãî âûïèøåì õåøè âñåõ ïîäñòðîê âñåõ ñòðîê çà-
ôèêñèðîâàííîé äëèíû, è ïðîâåðèì, åñòü ëè ñðåäè íèõ òàêîé õåø, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â íàøåé
ñòðîêå. Òàêîå ðåøåíèå ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(nL logL).

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ. Äàííóþ ïîäãðóïïó ìîæíî ïðîéòè âàðèàöèåé ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ, èñ-
ïîëüçóþùåé èäåþ êîðíåâîé îïòèìèçàöèè. Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè
âîçíèêàåò ïðîöåäóðà ñîñòàâëåíèÿ õåø-òàáëèöû èç õåøåé âñåõ ïîäñòðîê äëèíû l âñåõ ñòðîê. Ïðåäïîä-
ñ÷èòàåì âñå òàêèå õåø-òàáëèöû äëÿ âñåõ äëèí íå áîëåå A, ãäå A � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå
êîòîðîãî ìû âûáåðåì ïîçäíåå. Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî çà âðåìÿ O(LA), è îáðàùàòüñÿ ê íèì âïîñëåä-
ñòâèè ïî íåîáõîäèìîñòè. Åñëè æå â ïðîöåññå òðåáóåòñÿ îáðàòèòüñÿ ê õåø-òàáëèöå äëÿ áîëüøåé äëèíû,
òî ïîëíîñòüþ ïîñòðîèì å¼, êàê è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ê òàêîé ïðîöåäóðå
íàì ïðèä¼òñÿ ïðèáåãíóòü òîëüêî äëÿ ¾òÿæ¼ëûõ ñòðîê¿, òî åñòü, äëÿ òàêèõ ñòðîê, ó êîòîðûõ äëèíà
|si| ïðåâîñõîäèò A. À òàêèõ ñòðîê âñåãî ìîæåò áûòü íå áîëåå L

A (òàê êàê èíà÷å èõ ñóììàðíàÿ äëèíà

ïðåâçîéä¼ò L). Çíà÷èò, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò O(LA) íà ïðåäïîäñ÷¼ò è O(LAL logL)
íà îáðàáîòêó âñåõ ñòðîê. Ïîëîæèâ A ∼

√
L logL, ïîëó÷èì ðåøåíèå ñî âðåìåíåì ðàáîòû O(L

√
L logL),

÷òî ïðîõîäèò îãðàíè÷åíèÿ äàííîé ãðóïïû.
Ðåøåíèå íà 80�100 áàëëîâ. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ãðóïïàõ òðåáóåòñÿ ïðèáåãíóòü ê îäíîé èç ðàñ-

ïðîñòðàí¼ííûõ ñòðóêòóð äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàáîòû ñ ïîäñòðîêàìè: ñóôôèêñíîìó ìàññèâó,
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ñóôôèêñíîìó äåðåâó èëè ñóôôèêñíîìó àâòîìàòó. Ìû îïèøåì ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ñóôôèêñíîãî ìàñ-
ñèâà, êàê íàèáîëåå ïðîñòîå äëÿ âîñïðèÿòèÿ.

Ïîñòðîåì ñóôôèêñíûé ìàññèâ äëÿ êîíêàòåíàöèè âñåõ èñõîäíûõ ñòðîê ÷åðåç íåêîòîðûé ðàçäåëè-
òåëü. Ïîñòðîèì ïî ýòîìó ñóôôèêñíîìó ìàññèâó ñ ïîìîùüþ àëãîðòèìà Êàñàè-Àðèìóðû-Àðèêàâû-Ëè-
Ïàðêà ìàññèâ íàèáîëüøèõ îáùèõ ïðåôèêñîâ LCP [], à òàêæå ïîñòðîèì íàä ýòèì ìàññèâîì ðàçðåæåííûå
òàáëèöû (sparse-table) äëÿ îòâåòà íà çàïðîñ ìèíèìóìà íà îòðåçêå çà âðåìÿ O(1). Ñîïîñòàâèì êàæäîìó
ýëåìåíòó ñóôôèêñíîãî ìàññèâà íîìåð èñõîäíîé ñòðîêè, ÷üèì ñóôôèêñîì îí ÿâëÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîçèöèþ â ñóôôèêñíîì ìàññèâå. Ýòà ïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñóôôèêñó
êàêîé-òî èõ èñõîäíûõ ñòðîê. Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî ñóôôèêñà, êàêîé ñàìûé êîðîòêèé åãî ïðåôèêñ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, òî åñòü, âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ñóôôèê-
ñó. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé íàèáîëüøèé îáùèé ïðåôèêñ äàííîãî ñóôôèêñà
ñî âñåìè ñóôôèêñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îñòàâøèìñÿ ñòðîêàì íàáîðà. Â ñèëó ñâîéñòâà, ÷òî íàèáîëü-
øèé îáùèé ïðåôèêñ äâóõ ñóôôèêñîâ â ñóôôèêñíîì ìàññèâå ðàâíÿåòñÿ ìèíèìóìó íà îòðåçêå ìàññèâà
LCP [], ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà áëèæàéøåé ê òåêóùåìó ñóôôèêñó ïîçèöèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé äðóãîé ñòðîêå íàáîðà, ëèáî äî, ëèáî ïîñëå òåêóùåãî ñóôôèêñà. Ïîñ÷èòàåì íîìåðà ýòèõ
äâóõ áëèæàéøèõ ïîçèöèé, è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçðåæåííûìè òàáëèöàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà íà
îòðåçêå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ñóôôèêñà êàæäîé ñòðîêè ìû çíàåì, êàêîé ìèíèìàëüíîé äëèíû ó
íåãî íàäî âçÿòü ïðåôèêñ, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîäñòðîêà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ çàäà÷è, à çíà÷èò, ìû
çíàåì è îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïîäîáíîå ðåøåíèå ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(L logL), è, â çàâèñèìîñòè îò àêêóðàòíîñòè ðåàëèçàöèè, íà-
áèðàåò ëèáî 80, ëèáî 100 áàëëîâ. Âîçìîæíû òàêæå è ëèíåéíûå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ñóôôèêñíûõ
ñòðóêòóð.

10 Çàäà÷à J. Íîâîãîäíèé è ïðÿìîóãîëüíûé

Ðåøåíèå íà 10 áàëëîâ. Ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ïðÿìîóãîëüíèêè è âûáðàòü, íàïðèìåð,
ñàìûé ìàëåíüêèé èç òåõ, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ áîëüøå âñåãî ìàíäàðèíîê.

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ. Ïåðåáåð¼ì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ íèæíèì ëåâûì óãëîì â íèæíåì ëåâîì
óãëó ïîëÿ. Òîãäà, î÷åâèäíî, ñàìûé íèæíèé-ëåâûé èç òåõ, â êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäèí àïåëüñèí, çàäà¼ò
ïîçèöèþ ëåâîãî íèæíåãî óãëà èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, à ñàìûé íèæíèé-ëåâûé èç òåõ, â êîòîðûõ
áîëüøå âñåãî àïåëüñèíîâ, çàäà¼ò ïîçèöèþ âåðõíåãî ïðàâîãî óãëà èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå íà 50 áàëëîâ. Ñïðîñèì ïðî âñå ïðÿìîóãîëüíèêè âèäà (1, 1)�(t, n). Äî íåêîòîðîãî ìîìåí-
òà îòâåòû íà çàïðîñû áóäóò ðàâíû íóëþ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îíè ñòàíóò ëèíåéíî ðàñòè, è ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà îíè ñòàíóò ñíîâà ïîñòîÿííû è ðàâíû S, ãäå S � ðàçìåð èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà. Äâà îïèñàííûõ ìîìåíòà çàäàþò ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöû èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Àíàëîãè÷íî
íàéäåì âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû èñêîìîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå íà 75 áàëëîâ. Áóäåì èñêàòü êàæäûé èç ÷åòûðåõ îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè
ìîìåíòîâ ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà. Êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ, ñäåëàííûõ òàêèì ðåøåíèåì, íå ïðåâîñ-
õîäèò 4 log n+ 4 ≤ 128.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Óçíàåì ïåðâûì çàïðîñîì èñêîìóþ ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà S. Íàéäåì
âåðõíèé ïðàâûé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà (x, y) ñ ïîìîùüþ äâóõ áèíàðíûõ ïîèñêîâ, êàê â ïðåäûäóùåì
ðåøåíèè. Ñäåëàâ çàïðîñ â (x−1, y), ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó S′. Çàìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ âûñîòà
ïðÿìîóãîëüíèêà h ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê S − S′, à çíà÷èò, è èñêîìàÿ øèðèíà w ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïîñëå ýòîãî êàê S/h. Åñëè àêêóðàòíî îöåíèòü êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ, ïðîèçâîäèìîå äàííûì
ðåøåíèåì, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îíî íå ïðåâîñõîäèò 2 log n+ 2 ≤ 64.

11 Çàäà÷à K. Ìèõàèë íàíîñèò îòâåòíûé óäàð

Ðåøåíèå íà 20 áàëëîâ. Äàííàÿ ãðóïïà ðåøàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ïåðåáîðàìè âîçìîæíîãî îòâåòà
(íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåáðàòü âñå ñòðîêè äëèíû íå áîëüøå 8 èç áóêâ `a' è `b').

Ïîñëåäóþùèå ãðóïïû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ âàðèàöèé íåêîòîðîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìåþùåé êâàäðàòè÷íóþ àñèìïòîòèêó. Íàïðèìåð, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìèíèìàëü-
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íîå êîëè÷åñòâî áóêâ, êîòîðîå íàäî äîáàâèòü â ñòðîêó, ÷òîáû îíà ñòàëà ïàëèíäðîìîì, ðàâíî ðàçíîñòè
äëèíû ñòðîêè è äëèíû ìàêñèìàëüíîé å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ïàëèíäðîìîì. Çíà÷èò,
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó äëèíû ìàêñèìàëüíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðî-
ìîì. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, â äàííîé çàäà÷å óñòàíîâëåíî î÷åíü ìàëåíüêîå îãðàíè÷å-
íèå ïî ïàìÿòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êîëè÷åñòâî áàëëîâ ñèëüíî çàâèñèò îò ïîòðåáëÿåìîé ïàìÿòè, êîòîðàÿ
ñóùåñòâåííî ðàñõîäóåòñÿ â ìîìåíò âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà.

Ðåøåíèå íà 35�50 áàëëîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó: D[l][r] � ýòî äëèíà ìàêñèìàëüíîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäñòðîêè ñ l-ãî ñèìâîëà ïî r-é, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî D[x][x] = 1, D[x][x− 1] = 0 (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ), à òàêæå

D[l][r] =

{
max{D[l + 1][r], D[l][r − 1]}, S[l] 6= S[r]

max{D[l + 1][r], D[l][r − 1], 1 +D[l + 1][r − 1]}, S[l] = S[r]

Â çàâèñèìîñòè îò àêêóðàòíîñòè ðåàëèçàöèè, òàêîå ðåøåíèå ìîæåò íàáðàòü êàê 35 áàëëîâ, òàê è 50,
òàê êàê äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòâåòà â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå òðåáóåòñÿ ñîõðàíåíèå âñåé ìàòðèöû D[][].

Ðåøåíèå íà 70�100 áàëëîâ. Ñîõðàíèì íå âñå ñòðîêè ìàòðèöû D[i][j], à òîëüêî òå, íîìåðà êî-
òîðûõ äåëÿòñÿ íà k. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàòèòüñÿ ê ïðîèçâîëüíîé ñòðîêå ýòîé ìàòðèöû, íóæíî
¾äîñ÷èòàòü¿ å¼ îò ïîñëåäíåãî çàïîìíåííîãî ìîìåíòà, íà ÷òî óõîäèò â õóäøåì ñëó÷àå O(kn) âðåìå-
íè è O(kn) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè. Òàêèì îáðàçîì, öåíîé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ðàáîòû â äâà ðàçà,
ìû ñîêðàòèëè ðàñõîä ïàìÿòè äî O(kn + n

kn), ÷òî, ïóò¼ì âûáîðà êîíñòàíòû k ïðîïîðöèîíàëüíîé
√
n,

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó O(
√
n).

Äàííîå ðåøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõóðîâíåâóþ ñõåìó îïòèìèçàöèè ïàìÿòè â äâà ðàçà
ïî ïîðÿäêó, öåíîé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ðàáîòû â äâà ðàçà. Ðàññìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íûå òð¼õóðîâíåâûå,
÷åòûð¼õóðîâíåâûå, è áîëüøèõ ïîðÿäêîâ ñõåìû, ìîæíî äîâåñòè ýòî ðåøåíèå äî O(n log n) ïîòðåáëÿåìîé
ïàìÿòè öåíîé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ðàáîòû â O(log n) ðàç.

Ðåøåíèå íà 100 áàëëîâ. Ïîñ÷èòàåì âåëè÷èíó L[i][j], ðàâíóþ íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðåôèêñà äëèíû i ñòðîêè S è ïðåôèêñà äëèíû j ðàçâåðíóòîé ñòðîêè S′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èñêîìûé ïàëèíäðîì èìååò íå÷¼òíóþ äëèíó. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî öåíòð èñêîìîãî ïàëèíäðîìà c îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî L[c][n − c + 1] = 1 + ans, ãäå ans � ýòî äëèíà èñêîìîãî îòâåòà. Çíà÷èò, ìû óìååì
ñâîäèòü íàøó çàäà÷ó ê ïîèñêó íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ ñòðîê ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ìàëîãî êîëè÷åñòâà ïàìÿòè. Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ Divide-and-Conquer ñ ëèíåéíûì
êîëè÷åñòâîì ïàìÿòè ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Õèðøáåðãà.

12 Çàäà÷à L. Êîñìè÷åñêèå çàõâàò÷èêè

Äàííàÿ çàäà÷à îöåíèâàëàñü ïîòåñòîâî, ïîýòîìó â íåé äîñòóïåí ïîëíûé ïðîñòîð äëÿ íàïèñàíèÿ ðå-
øåíèé ðàçíîé ñòåïåíè îïòèìàëüíîñòè. Ñàìûì ïðÿìîëèíåéíûì ñïîñîáîì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è âûäåëåíèå ãðàíåé â ïëàíàðíîì ãðàôå, ñ èõ ïîñëåäóþùèì ïîäñ÷¼-
òîì, ÷òî ïðè àêêóðàòíîé ðåàëèçàöèè çà êâàäðàòè÷íîå âðåìÿ íàáèðàåò 60 áàëëîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà íèêàêèå äâå îêðóæíîñòè íå êàñàþòñÿ, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì:
áóäåì äîáàâëÿòü îêðóæíîñòè ïî îäíîé. Ïóñòü íîâîäîáàâëåííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêëàñü ñ k óæå íà-
ðèñîâàííûìè. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå å¼ äîáàâëåíèÿ êîëè÷åñòâî îáëàñòåé, íà êîòîðûå äå-
ëèòñÿ ïëîñêîñòü îêðóæíîñòÿìè, óâåëè÷èâàåòñÿ íà k + 1. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïðè äîáàâëåíèè êàæ-
äîé îêðóæíîñòè ñêàçàòü, ñî ñêîëüêèìè óæå íàðèñîâàííûìè îíà ïåðåñåêàåòñÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà
O((n +m)2) íàèâíî, ëèáî çà O((n +m) log(n +m)) èëè O(n +m), îôîðìèâ óñëîâèå, ÷òî îêðóæíîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ, â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà, âêëþ÷àùåãî â ñåáÿ èõ ðàäèóñû è ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
öåíòðàìè, è âîñïîëüçîâàâøèñü áèíàðíûì ïîèñêîì èëè ìåòîäîì äâóõ óêàçàòåëåé. Òàêîå ðåøåíèå íàáè-
ðàåò îò 30 äî 70 áàëëîâ, â çàâèñèìîñòè îò ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîå ðåøåíèå
òÿæåëî ïðèìåíèòü â ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûå ïàðû îêðóæíîñòåé êàñàþòñÿ, ïîýòîìó ìû ïðåäëîæèì
áîëåå îáùèé ñïîñîá, êàê ìîæíî ïðåîäîëåâàòü ïîäîáíûå òðóäíîñòè.

Ïðåäñòàâèì èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè â âèäå ïëàíàðíîãî ãðàôà, â êîòîðîì âåðøèíû áûâàþò òð¼õ
âèäîâ:

1. Òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé.
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2. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé îêðóæíîñòè ñ ëèíèåé öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, íå ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè
ïåðâîãî òèïà.

3. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, íå ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè ïåðâîãî òèïà.

Ð¼áðàìè äàííîãî ãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü äóãè îêðóæíîñòåé, ñîåäèíÿþøèå âåðøèíû. Îáîçíà÷èì êî-
ëè÷åñòâî âåðøèí çà V , êîëè÷åñòâî ð¼áåð çà E, êîëè÷åñòâî ãðàíåé çà F è êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè äàííîãî ãðàôà çà C. Òîãäà âåðíà ôîðìóëà Ýéëåðà, ñâÿçûâàþùàÿ ýòè ÷åòûðå âåëè÷èíû:
V − E + F = 1 + C.

Îáîçíà÷èì çà a êîëè÷åñòâî âåðøèí ïåðâîãî òèïà, çà b êîëè÷åñòâî âåðøèí âòîðîãî òèïà è çà c
êîëè÷åñòâî âåðøèí òðåòüåãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïåðâîãî òèïà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ
÷åòûð¼ì, êàæäàÿ âåðøèíà âòîðîãî òèïà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ äâóì, è êàæäàÿ âåðøèíà òðåòüåãî òèïà
èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ ÷åòûð¼ì. Çíà÷èò, ìîæíî çàïèñàòü äâà óðàâíåíèÿ:{

V = a+ b+ c

2E = 4a+ 2b+ 4c

(âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôàêòà, ÷òî óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå åñòü ñóììà ñòåïåíåé
âñåõ âåðøèí).

Îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ íàõîæäåíèå âåëè÷èí a, b è c çà ëèíåéíîå âðåìÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà äâóõ óêàçàòåëåé èëè ÷óòü ìåíåå ýôôåêòèâíî ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî ïîèñêà. Òàêèì
îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü C, ÷òîáû èç ôîðìóëû Ýéëåðà ìû ìîãëè âûðàçèòü òðå-
áóåìóþ âåëè÷èíó F . Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî (æàäíîãî)
àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî êî-
ëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé ïåðâîãî òèïà ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì îêðóæíîñòåé âòîðîãî òèïà. Áîëåå òîãî,
ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé ïåðâîãî òèïà â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé îò-
ðåçîê îêðóæíîñòåé â ïîðÿäêå ñîðòèðîâêè ïî ðàäèóñó, è àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ îêðóæíîñòåé âòîðîãî
òèïà.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé æàäíûé àëãîðèòì: ðàññìîòðèì ñðåäè îñòàâøèõñÿ ê äàí-
íîìó ìîìåíòó îêðóæíîñòåé òó, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøèé ðàäèóñ. Íàéä¼ì âñå îêðóæíîñòè, ñ êîòîðûìè
îíà ïåðåñåêàåòñÿ, èç íèõ âûáåðåì òó, êîòîðàÿ èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ, è ïîìåòèì âñå ìåíüøèå,
êàê ïðèíàäëåæàùèå î÷åðåäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Èç îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ýòó ìàêñèìàëü-
íóþ, ñíîâà âûáåðåì òó, êîòîðàÿ èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ, è ïîìåòèì âñå ìåíüøèå å¼, è òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûäåëèòü î÷åðåäíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè çà âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå å¼
ðàçìåðó. Çíà÷èò, ìû ìîæåì çà ëèíåéíîå âðåìÿ ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, à çíà÷èò,
è òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ãðàíåé.

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðîìîçäêîñòü îáúÿñíåíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ, ðåêîìåíäóåòñÿ óñâîèòü èäåþ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ýéëåðà, òàê êàê îíà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïîäñ÷¼òà îáëàñòåé ïðè ðàçáèåíèè
ïëîñêîñòè êðèâûìè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

8


	Задача A. Тимбилдинг
	Задача B. Большие планы
	Задача C. Чистые носки
	Задача D. Клавиатура и вирус
	Задача E. Dungeons & Dragons
	Задача F. Дураки и дороги
	Задача G. Очередь в столовой
	Задача H. Путник
	Задача I. Рефераты
	Задача J. Новогодний и прямоугольный
	Задача K. Михаил наносит ответный удар
	Задача L. Космические захватчики

