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Êðàòêèé ðàçáîð çàäà÷ âòîðîãî òóðà

Çàäà÷à A. Ïîäìíîæåñòâî Àâòîð çàäà÷è è ðàçáîðà � ß. Äëóãà÷

Ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà îò 1 äî N íà �êëàññû� � äâà ÷èñëà áóäóò â îäíîì êëàññå, åñëè îíè
îòëè÷àþòñÿ íà ñòåïåíü äâîéêè. Äîâîëüíî ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êëàññå K ýëåìåíòîâ, òî èç
íåãî ìîæíî âçÿòü íå áîëüøå (K + 1)/2 ýëåìåíòîâ â ðåçóëüòèðóþùåå ìíîæåñòâî (èíà÷å âîéäóò
äâà ñîñåäíèõ). Òàêèì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî áðàòü â ìíîæåñòâî ÷èñëà âèäà
(2a+1) ·22b+1 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, ïîìíîæåííîå íà 2 â íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Îñòàëîñü òîëüêî ïîñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë â ïðîìåæóòêå îò 1 äî N :⌈
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Ýòî è áóäåò îòâåòîì.

Çàäà÷à B. Âîññòàíîâëåíèå ãðàôà Àâòîð çàäà÷è è ðàçáîðà � À. Ëàõíî

Ýëåìåíò òàáëèöû êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà,
ðàâåí ñóììå âåñîâ ð¼áåð, âõîäÿùèõ â êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó i-é è j-é âåðøèíàìè. Òàêèì
îáðàçîì, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òàáëèöû êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ðàâíû íóëþ, à êàæäûé
íåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ëèáî âåñîì îäíîãî ðåáðà (â ñëó÷àå åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé
êðàò÷àéøèé ïóòü ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà), ëèáî ðàâåí ñóììå âåñîâ íåñêîëüêèõ ð¼áåð. Åñëè ðåáðî
ëåæèò íà êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó íåêîòîðîé ïàðîé âåðøèí, òî åãî âåñ îáÿçàòåëüíî âõîäèò â
òàáëèöó êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé â ÿâíîì âèäå.

Ðàññìîòðèì ãðàô G èç N èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òàáëèöà êðàò÷àéøèõ
ðàññòîÿíèé B = {bij} èìååò âèä: bii = 0 è bij = ∞, i 6= j. Îòñîðòèðóåì ð¼áðà ìíîæåñòâà
E = {(i, j, aij)} â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåñîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàÿ ýëåìåíòû e =
(i, j, aij) ìíîæåñòâà E, áóäåì äîáàâëÿòü ð¼áðà â ãðàô G. Åñëè aij < bij, âêëþ÷àåì ðåáðî e â
G, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó E. Ïðè äîáàâëåíèè â ãðàô ðåáðà îáíîâëÿåì òàáëèöó
êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé: bst := min(bst, bsi + aij + bjt, bsj + aji + bit), s, t = 1 . . . N .

Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå òàáëèöà êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé B = {bij} äîëæíà ñîâïàäàòü ñ
òàáëèöåé, ïðèâåä¼ííîé âî âõîäíûõ äàííûõ A = {aij}. Åñëè ýòî òàê, òî G ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
ãðàôîì. Ïðè ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â ãðàôå G äîëæíî áûòü ðîâíî M ð¼áåð.
Âî-ïåðâûõ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â G ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå M ð¼áåð. Âî-âòîðûõ, åñëè ïîñëå
âûïîëíåíèÿ âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ G â í¼ì îêàçàëîñü ìåíåå M ð¼áåð, òî åãî
íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ð¼áðàìè, íå èçìåíÿþùèìè òàáëèöó êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé B.

Çàäà÷à C. Äðàêîí÷èêè Àâòîð çàäà÷è è ðàçáîðà � Á. Âàñèëåâñêèé

Ïåðåíåñ¼ì óñëîâèå çàäà÷è íà äâóäîëüíûé ãðàô, ïåðâàÿ äîëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò çåë¼íûì
äðàêîí÷èêàì, à âòîðîàÿ � æ¼ëòûì. Òåõ äðàêîí÷èêîâ, êîòîðûå íå ìîãóò óæèòüñÿ âìåñòå, ñîåäèíèì
ðåáðîì. Äîáàâèì ê ýòîìó âñåìó åù¼ M +K−2N âåðøèí, îáîçíà÷àþùèõ îäíîìåñòíûå àêâàðèóìû
(ãðàô ïåðåñòàíåò áûòü äâóäîëüíûì) è ïðîâåä¼ì ðåáðà ìåæäó íèìè è âñåìè äðàêîí÷èêàìè, íå
ïåðåíîñÿùèìè îäèíî÷åñòâà.

Çàäà÷ó òåïåðü ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ðàçáèòü âñ¼ ìíîæåñòâî âåðøèí äàííîãî ãðàôà
íà ïàðû òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå âåðøèíû èç îäíîé ïàðû íå áûëè ñîåäèíåíû ðåáðîì. Èíâåðòèðóåì
ð¼ðáà (òàì, ãäå íå áûëî ðåáðà � òåïåðü åñòü, è íàîáîðîò) è ïîëó÷èì çàäà÷ó î ïàðîñî÷åòàíèè â
íîâîì ãðàôå G. Îñòà¼òñÿ ñäåëàòü èç íåãî äâóäîëüíûé.
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Çàìåòèì, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è ïîëîæèòåëüíûé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â G ñóùåñòâóåò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå (ïîêðûâàþùåå âñå âåðøèíû). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ çåë¼íûõ äðàêîí÷èêîâ
áóäåò îòâåäåíî ðîâíî K − N îäíîìåñòíûõ àêâàðèóìîâ, à äëÿ æ¼ëòûõ � M − N . Ïîñêîëüêó
îäíîìåñòíûå àêâàðèóìû íåðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé, òî K−N èç íèõ îïðåäåëèì â ïðàâóþ äîëþ (òî
åñòü âñå ðåáðà ìåæäó íèìè è âåðøèíàìè ïðàâîé äîëè óäàëèì), à M −N � â ëåâóþ. Ïîëó÷åííûé
ãðàô îáîçíà÷èì G′.

Èòàê, îòâåò íà ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G′ ñóùåñòâóåò
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Ðàñïðåäåëåíèå äðàêîí÷èêîâ ïî äâóõìåñòíûì àêâàðèóìàì ïðîñòî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íàéäåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ.
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