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Ðàçáîð çàäà÷è ¾D. Ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû¿

Àâòîð çàäà÷è Àíòîíîâ Âàäèì
Àâòîðû ðàçáîðà Àíòîíîâ Âàäèì, Áàòóçîâ Êèðèëë

Ïåðåä òåì, êàê ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ, äîêàæåì 2 ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü â ïðàâèëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è óðîâíè æèäîêñòè â îòñåêàõ ïîë÷èëèñü
ðàâíûìè pi. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1.
∑

i pi = C

2. ∀i pi ≥ pi+1

3. åñëè pi > pi+1 è pi+1 > 0, òî Hi = pi

4. åñëè pi < Hi, òî ∀j : j > i áóäåò âûïîëíåíî pj = 0

5. pi ≥ 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå óòâåðäæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé óñëîâèÿ çàäà÷è.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå æèäêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì ëåììû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿ æèäêîñòè pi è qi,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåììû 1.

Òîãäà, èç 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû x è , ÷òî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
px > qx, py < qy. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i, ÷òî x ≤ i < y è pi > qi, pi+1 ≤ qi+1.

Èç pi > qi ≥ qi+1 ≥ pi+1 ïî óñëîâèþ 2 ñëåäóåò, ÷òî pi > pi+1 è ïî óñëîâèþ 3 ïîëó÷àåì, ÷òî
Hi = pi.

Èç Hi = pi è pi > qi ñëåäóåò, ÷òî qy = 0 (ïî óñëîâèþ 4). Íî qy > py ≥ 0 (èç óñëîâèÿ 5).
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå íà 30 áàëëîâ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà 30 áàëëîâ ïðèìåíèì ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H0 = ∞ è HN = ∞, à â Ci áóäåò õðàíèòüñÿ îòâåò äëÿ i-ãî ñòîëáöà.
Ââåä¼ì äâà äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâà: Sumi =

∑i
j=1 Ci è Aj

i - âûñîòà âîäû â ñòîëáöàõ
ìåæäó ïåðåãîðîäêàìè i è j ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, åñëè â ñòîëáöàõ
ìåæäó ïåðåãîðîäêàìè ñ i ïî j áûë óñòàíîâëåí îäèíàêîâûé óðîâåíü. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî Sumi íå ìîæåò ïðèâûøàòü C.

Ïóñòü ïîñ÷èòàíû Aj
i äëÿ âñåõ çíà÷åíèé, ìåíüøèõ j. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü Aj

i

òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü a = min(Hi, Hj), b = maxk∈(i,j) Hk è c = C−Sumi−1

j−i
. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè

b ≤ a è b ≤ c, òî Aj
i ∈ [b, a], à åñëè b > a èëè b > c, òî òàêîãî Aj

i íå ñóùåñòâóåò. Â ñëó÷àå, åñëè
Aj

i ñóùåñòâóåò, òî îíî áóäåò ðàâíî c, åñëè c ≤ a è a � èíà÷å (ò.å. óñòàíîâèâøèéñÿ óðîâåíü
âîäû íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì îòâåðñòèÿ â ïåðåãîðîäêàõ i è j, è íå ìîæåò áûòü ìåíüøå,
÷åì ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà îòâåðñòèÿ â ïåðåãîðîäêàõ ìåæäó i è j).

Êàê æå ñðåäè âñåõ ñóùåñòâóþùèõ Aj
i âûáðàòü òî, êîòîðîå ïîäõîäèò? Èñõîäÿ èç ëåìì,

íóæíî âûáðàòü òîAj
i , äëÿ êîòîðîãîAj

i∗(j−i)+Sumi−1 áóäåò ìàêñèìàëüíî. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
íóæíîãî Aj

i ìîæíî ïîñ÷èòàòü Sumj.
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Èñõîäÿ èç ýòîãî àëãîðèòìà, ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ åãî ðàáîòû òðåáóåòñÿ ïðîèíèöèàëèçèðîâàòü
Sum0 íóë¼ì.

Äàâàéòå ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. Â òàáëèöå Aj
i

O(N2) ÿ÷ååê. Äëÿ çàïîëíåíèÿ îäíîé ÿ÷åéêè òðåáóåòñÿ O(N) îïåðàöèé. Ïîëó÷àåòñÿ O(N3).

Ðåøåíèå íà 60 áàëëîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ïåòÿ ïîñòàâèë íåìíîãî äðóãîé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü îí ïîñòàâèë íà êàæäîå
îòâåðñòèå êðàí è îòêðûâàë èõ ïî îäíîìó. Ñíà÷àëà îí îòêðûë êðàí â ïåðåãîðîäêå ìåæäó
ïåðâûì è âòîðûì îòñåêîì, äîæäàëñÿ ïîêà âîäà äîñòèãíåò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàòåì
îòêðûâàë êðàí â ïåðåãîðîäêå ìåæäó âòîðûì è òðåòüåì îòñåêàìè, îïÿòü æäàë è òàê äàëåå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëíèå âîäû, ïîëó÷åííîå â òàêîì ýêñïåðèìåíòå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû 1, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2, îíî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå
íàñ ïðîñÿò óçíàòü â çàäà÷å. Ïîêàæåì, êàê åãî íàéòè.

Ïóñòü Ïåòÿ óæå îòêðûë ïåðâûå L− 1 êðàíîâ è äàë âîäå ïðèéòè â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.
Åñëè èçîáðàçèòü óðîâåíü âîäû, òî îí áóäåò íàïîìèíàòü ëåñòíèöó:

p1 = p2 = · · · = pi1 > pi1+1 = pi1+2 = · · · = pi2 > · · · > pif+1 = pif+2 = · · · = pL,

ïðè÷åì pij = Hij ∀j = 1..f .

Ðèñ. 1: Óðîâåíü âîäû â ïåðâûõ L ñåêöèÿõ

Ïåðäïîëîæèì Ïåòÿ îòêðûë êðàí, ìåæäó îòñåêàìè L è L + 1. Ïðè ýòîì âîäà íà÷íåò
ïåðåòåêàòü èç ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ â ñåêöèþ L+1, à óðîâåíü âîäû â äðóãèõ ¾ñòóïåíüêàõ¿
(òî åñòü â ñåêöèÿõ ñ ïåðâîé ïî if ) ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Ïðè ïåðåòåêàíèè èç ïîñëåäíåé
¾ñòóïåíüêè¿ â íîâûé îòñåê óðîâåíü âîäû ñåêöèÿõ ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ áóäåò ðàâíîìåðíî
óìåíüøàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîèçîéäåò îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

1. óðîâåíü âîäû â ñåêèè L + 1 è â ñåêöèÿõ ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ âûðîâíÿåòñÿ

2. óðîâåíü âîäû â ¾ñòóïåíüêå¿ äîñòèãíåò îäíîãî èç êðàíîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè íåå
(ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàí ìåæäó ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêîé¿ è ñëåäóþùåé çà íåé
ñåêöèåé òàêæå ðàñïîëîæåí âíóòðè ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿)
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Ðèñ. 2: Ñëó÷àé 1 Ðèñ. 3: Ñëó÷àé 2

Ðèñ. 4: Óðîâåíü âîäû â ñëó÷àå 1 (ðèñ. 2) è 2 (ðèñ. 3). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóíêòèðîì ïîêàçàíî
èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû â äàëüíåéøåì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âîäà äîñòèãëà ðàâíîâåñèÿ è Ïåòÿ ìîæåò îêðûâàòü ñëåäóþùèé êðàí. Âî
âòîðîì ñëó÷àå èç ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ îáðàçóþòñÿ äâå íîâûõ. Èç ïîñëåäíåé èç íèõ âîäà
ïðîäîëæåò ïåðåòåêàòü â ñåêöèþ L + 1 ïî òîìó æå çàêîíó.

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � îäíà ¾ñòóïåíüêà¿ èç ïåðâîé ñåêöèè ñ
óðîâíåì âîäû C, îòêûò îäèí êðàí.

Øàã àëãîðèòìà:

1. Âû÷èñëèòü, ñêîëüêî âîäû äîëæíî ïåðåòå÷ü èç ¾ñòóïåíüêè¿ â ñëåäóþùóþ ñåêöèþ äî
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ 1.

2. Âû÷èñëèòü, ñêîëüêî âîäû äîëæíî ïåðåòå÷ü èç ¾ñòóïåíüêè¿ â ñëåäóþùóþ ñåêöèþ äî
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ 2.

3. Åñëè ñîáûòèå 1 íàñòóïèò ðàíüøå, ÷åì ñîáûòèå 2, òî ðàñøèðèòü ¾ñòóïåíüêó¿ íà îäíó
ñåêöèþ, ïåðåñ÷èòàòü óðîâåíü âîäû, îòêðûòü ñëåäóþùèé êðàí.

4. Åñëè ñîáûòèå 2 íàñòóïèò ðàíüøå, ÷åì ñîáûòèå 1, òî ðàçáèòü ¾ñòóïåíüêó¿ íà äâå,
ïåðåñ÷èòàòü óðîâåíü âîäû â ýòèõ ñòóïåíüêàõ è â ñëåäóþùåé ñåêöèè.

Øàã íåîáõîäèìî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åí îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.
Î÷åâèäíî, ÷òî â õîäå àëãîðèòìà ãðàíèöû ïîñëåäíåé ñòóïåíüêè äâèæóòñÿ òîëüêî âïðàâî,

ïðè÷åì íà êàæäîì øàãå îäíà èç íèõ èçìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò àëãîðèòì âûïîëíèò O(N) øàãîâ.
Ïóíêò 1 øàãà àëãîðèòìà ëåãêî ðåàëèçîâàòü çà O(1) � íåîáõîäèìî ðåøèòü ëèíåéíîé

óðàâíåíèå ñ îäíîé íåèçâåñòíîé. Â ïóíêòå 2 íåîáõîäèìî íàéòè êðàí, ðàñïîëîæåííûé íàèáîëåå
âûñîêî âíóòðè ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ (èìåííî ïî íåìó îíà áóäåò ðàçäåëåíà). Ïðîñòàÿ
ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò O(N) îïåðàöèé. Ïóíêòû 3 è 4 òàêæå ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ çà O(N)
îïåðàöèé, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî çàïèñàòü íîâûé óðîâåíü âîäû âî âñå ñåêöèè. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà áóäåò ðàáîòàòü çà O(N2) îïåðàöèé.
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Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå

Ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü ïðåäûäóùåå ðåøåíèå çà O(N).
Íà÷íåì ñ ïóíêòîâ 3�4. Çàìåòèì, ÷òî â õîäå øàãà àëãîðèòìà óðîâåíü âîäû èçìåíÿåòñÿ

òîëüêî â ñåêöèÿõ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿, è ñëåäóþùåé çà íåé ñåêöèè.
Ïðè÷åì, óðîâåíü âîäû âî âñåõ ñåêöèÿõ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ¾ñòóïåíüêè¿, îäèíàêîâ. Çíà÷èò,
íàì äîñòàòî÷íî õðàíèòü ýòîò óðîâåíü, à â îòâåò ìû åãî çàïèøåì â ïóíêòå 4 â òå ñåêöèè,
êîòîðûå ïåðåéäóò èç ïîñëåäíåé ¾ñòïåíüêè¿ âî âíîâüîáðàçîâàííóþ ïðåäïîñëåäíþþ. Óðîâåíü
âîäû âî âñåõ ¾ñòóïåíüêàõ¿, êðîìå ïîñëåäíåé â õîäå àëãîðèòìà èçìåíÿòüñÿ íå ìîæåò, ïîýòîìó
íà çàïèñü îòâåòà ñóììàðíî áóäåò çàòðà÷åíî O(N) âðåìåíè. Âñå îñòàëüíûå äåéñòâèÿ â ïóíêòàõ
3�4 âûïîëíÿþòñÿ çà O(1).

Îñòàëñÿ ïóíêò 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü ìàññèâ h:

• h1 � êðàí, ðàñïîëîæåííûé âóòðè ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ è èìåþùèé íàèáîëüøóþ
âûñîòó. Ñðåäè âñåõ òàêèõ � ñàìûé ïðàâûé.

• hi, ãäå i > 1 � êðàí, ðàñïîëîæåííûé âíóòðè ïîñëåäíåé ¾ñòóïåíüêè¿ ïðàâåå êðàíà hi−1

è èìåþùèé íàèáîëüøóþ âûñîòó. Ñðåäè âñåõ òàêèõ � ñàìûé ïðàâûé.

Ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà h ïîçâîëèò ðåàëèçîâàòü ïóíêò 2 çà O(1). Îäíàêî âîçíèêàåò
äðóãàÿ ïðîáëåìà � â ïóíêòàõ 3 è 4 íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü ýòîò ìàññèâ. Ïîêàæåì, êàê
ýòî ñäåëàòü ýôôåêòèâíî.

Ñ ïóíêòîì 4 âñå ïðîñòî � íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ïåðâûéýëåìåíò ìàññèâà. Ìû, êîíå÷íî, íå
áóäåì äâèãàòü ñîäåðæèìîå ìàññèâà, à ïðîñòî ñäâèíåì åãî íà÷àëî. Ýòî òðåáóåò O(1) âðåìåíè.

Â ïóíêòå 3 âîñïîëüçóåìñÿ èäååé, àíàëîãè÷íîé èäåå, èñïîëüçóåìîé â àëãîðèòìå Ãðýõåìà
ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïóñòü ïðè äîáàâëåíèè íîâîé ñåêöèè ê ¾ñòóïåíüêå¿
äîáàâèëñÿ êðàí W . Ïîêà ïîñëåäíèé êðàí â ìàññèâå h ðàñïîëîæåí íèæå êðàíà W áóäåì
óäàëÿòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìàññèâà h. Çàòåì äîáàâèì W â êîíåö ìàññèâà h. Óäàëåíèå îäíîãî
ýëåìåíòà èç êîíöà ìàññèâà òðåáóåò O(1) âðåìåíè. Ïîñêîëüêó çà êàæäûé øàã àëãîðèòìà â
ìàññèâ h äîáàâëÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, à âñåãî øàãîâ O(N), òî ñóììàðíî íà âñå
óäàëåíèÿ áóäåò çàòðà÷åíî O(N) âåðìåíè.

Òàêèì îáðàçîì âåñü àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü çà O(N).
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