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Â ýòîé çàäà÷å íóæíî áûëî îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî
ëåæàò ðîâíî äâå èç òðåõ äàííûõ îêðóæíîñòåé. Ýòî ðàçáîð ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé
ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ñòðîãîñòè îáîñíîâûâàåòñÿ ãëàâíàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ: äîñòàòî÷íî íàéòè
ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ, êîòîðóþ ìîæíî èñêàòü êàê îáùóþ êàñàòåëüíóþ ê äâóì èç òð¼õ
äàííûõ îêðóæíîñòåé. Âî âòîðîé ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü.

Îïðåäåëåíèå 1 Ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé íàçîâ¼ì òàêóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò
(êàñàíèå äîïóñêàåòñÿ) íè îäíó èç äàííûõ îêðóæíîñòåé, è íàéä¼òñÿ ïàðà èç íèõ, êîòîðûå
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé.

Óòâåðæäåíèå 1 Èñêîìûé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîæíî
íàéòè ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ

Äîêàçàòåëüñòâî.⇐ Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îáùåèçâåñòíîå óòâåðæäåíèå: ëþáûå äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ òåëà ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû ïðÿìîé. Åñëè èñêîìûé òðåóãîëüíèê
ñóùåñòâóåò, òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò åãî è îñòàâøóþñÿ îêðóæíîñòü. Òàê êàê
îñòàëüíûå äâå ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, òî ýòà ïðÿìàÿ îòäåëÿåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü îò
äâóõ äðóãèõ.
⇒ Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî ïðÿìîé òàêæå íåñëîæíî: ðàññìîòðèì îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé ñ
äëèíîé 109, òàêîé ÷òî ïðîåêöèè âñåõ öåíòðîâ äàííûõ îêðóæíîñòåé íà ïðÿìóþ ëåæàò íå
äàëüøå ÷åì íà 106 îò åãî ñåðåäèíû. Òîãäà ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, ïîñòðîåííûé íà
ýòîì îòðåçêå êàê íà ñòîðîíå, ëåæàùèé ïî òó æå ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ÷òî è äâå èç
òðåõ îêðóæíîñòåé, áóäåò èñêîìûì çàñ÷¼ò îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðîâ èñõîäíûõ äàííûõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì. �

Óòâåðæäåíèå 2 Ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ ìîæíî èñêàòü êàê îáùóþ êàñàòåëüíóþ ê
êàêèì-íèáóäü äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ äàííàõ òðåõ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò
ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ l, òî íàéä¼òñÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì èç íèõ, òàêæå ðàçäåëÿþùàÿ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ l íå ãîðèçîíòàëüíà. Áóäåì äâèãàòü
å¼ ãîðèçîíòàëüíî âëåâî, ïîêà îíà íå íà÷í¼ò êàñàòüñÿ îäíîé èç îêðóæíîñòåé, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 (ðàíî èëè ïîçäíî ýòî ïðîèçîéä¼ò èç òðåáîâàíèé îïðåäåëåíèÿ 1).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïðÿìàÿ l′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, ïîýòîìó åñëè îíà êàñàåòñÿ
åù¼ êàêîé-íèáóäü îêðóæíîñòè, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èíà÷å áóäåì ïîâîðà÷èâàòü l′

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî öåíòðà C1, ïîêà îíà íå ñòàíåò êàñàòüñÿ íåêîòîðîé
C2. Ïîëó÷åííàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. �

Èòàê, èñõîäÿ èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò âûãëÿäåòü
òàê: ïåðåáåðåì âñå îáùèå êàñàòåëüíûå (4 íà êàæäóþ ïàðó îêðóæíîñòåé, 12 âñåãî) è ïðîâåðèì,
ÿâëÿåòñÿ ëè êàæäàÿ èç íèõ ðàçäåëÿþùåé. Åñëè ðåøåíèå òàê è íå íàøëîñü, òî åãî íå
ñóùåñòâóåò.

Ïðîâåðêà ïðÿìîé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà: íóæíî ïðîâåðèòü îòñóòñòâèå ïåðåñå÷åíèé
ïðÿìîé è îêðóæíîñòåé (ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ïðÿìîé íå ìåíüøå ðàäèóñà) è íàëè÷èå õîòÿ
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áû îäíîãî öåíòðà â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé. Êëþ÷åâîé ìîìåíò â çàäà÷å � óìåòü ñòðîèòü
îáùèå êàñàòåëüíûå. Ïðåæäå ïåðåéòè ê åãî îáñóæäåíèþ, çàìåòèì ñëåäóþùåå. Åñëè íåìíîãî
ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2, òî ìîæíî ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü
èç ëþáîé ðàçäåëÿþùåé ïåðåíîñîì è ïîâîðîòîì îáùóþ âíóòðåííþþ êàñàòåëüíóþ ê íåêîòîðûì
äâóì èç òðåõ äàííûõ îêðóæíîñòåé.Ýòî ïîçâîëèò âûáðîñèòü èç ðàññìîòðåíèÿ âíåøíèå
êàñàòåëüíûå.

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îáùèõ êàñàòåëüíûõ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ïîñòðîåíèè êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè èç äàííîé òî÷êè. Ñíà÷àëà ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è, ïîñëå
÷åãî ïåðåéä¼ì ê ïåðâîé.

Ïóñòü îêðóæíîñòü èìååò öåíòð â òî÷êå P0(x0, y0) è ðàäèóñ r. Òðåáóåòñÿ íàéòè óðàâíåíèÿ
êàñàòåëüíûõ ê íåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P1(x1, y1).

Çäåñü âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. Åñëè |P0P1| < r, òî P1 ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, è
êàñàòåëüíûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå, íå ñóùåñòâóåò. Åñëè |P0P1| = r, òî P1 ëåæèò íà

îêðóæíîñòè. Òîãäà ó èñêîìîé êàñàòåëüíîé íàì èçâåñòíû òî÷êà P1 è íîðìàëü
−−→
P0P1, è åå

óðàâíåíèå ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ. Íàêîíåö, â ñëó÷àå |P0P1| > r òî÷åê êàñàíèÿ äâå è, îáîçíà÷èâ
îäíó èç íèõ P2, ìû èìååì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê P0P2P1 (ñì. ðèñóíîê). Îïóñòèì èç

âåðøèíû P2 ïðÿìîãî óãëà âûñîòó P2P3. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ P1P2P0 è P1P3P2 íàéäåì
äëèíû îòðåçêîâ

|P1P3| =
|P1P2|2

|P0P1|
, |P3P2| =

|P1P2| · |P0P2|
|P0P1|

Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
P1P3, òî÷êè P3(x3, y3), è íàêîíåö,

èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~n = (y0 − y1, x1 − x0), ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïðÿìîé
P1P3, êîîðäèíàòû òî÷êè P2:

−−→
P1P3 =

|P1P3|
|P1P0|

·
−−→
P0P1; x3 = x1 + (

−−→
P1P3)x, y3 = y1 + (

−−→
P1P3)y;

−−→
P3P2 =

|P3P2|
|~n|

· ~n; x2 = x3 + (
−−→
P3P2)x, y2 = y3 + (

−−→
P3P2)y.
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Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè P1, P0 è
ðàäèóñàìè r1 ≤ r2. �Ñäóåì� èõ, ïðåâðàòèâ ïåðâóþ â òî÷êó P1, à âòîðóþ � â îêðóæíîñòü
ðàäèóñà r = r2 − r1 ñ òåì æå öåíòðîì. Ïîñòðîèì îáå êàñàòåëüíûå l1, l2 èç òî÷êè P1 ê
îêðóæíîñòè, à ïîñëå ýòîãî �ðàçäóåì� ðèñóíîê îáðàòíî, òåïåðü óæå âìåñòå ñ ïðÿìûìè l1,
l2. Äðóãèìè ñëîâàìè, l′1 ïîëó÷àåòñÿ èç l1 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð

~v1 =
r1

|P0P2|
(
−−→
P0P3 +

−−→
P3P2) =

r1

r2 − r1

(x2 − x0, y2 − y0),

à l′2 � èç l2 ïåðåíîñîì íà âåêòîð

~v2 =
r1

|P0P2|
(
−−→
P0P2 −

−−→
P2P3) =

r1

r2 − r1

(2x2 − x0 − x3, 2y2 − y0 − y3)

Ïîëó÷åííûå l′1 è l′2 � èñêîìûå îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê èñõîäíûì îêðóæíîñòÿì.
×òîáû íàéòè âíóòðåííèå, ïåðâóþ îêðóæíîñòü íàäî �ñäóâàòü�, à âòîðóþ � �ðàçäóâàòü�.

Ôîðìàëüíî, ðàññìîòðèì òî÷êó P1 è îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì P0 ðàäèóñà r1 + r2. Ïóñòü l1 è
l2 � êàñàòåëüíûå èç òî÷êè P1 ê îêðóæíîñòè. Èñêîìûå l′1 è l′2 ïîëó÷àþòñÿ íèõ ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì íà âåêòîðû ~w1, ~w2:

~w1 = − r1

|P0P2|
(
−−→
P0P3 +

−−→
P3P2) = − r1

r1 + r2

(x2 − x0, y2 − y0) (1)

~w2 = − r1

|P0P2|
(
−−→
P0P3 −

−−→
P3P2) = − r1

r1 + r2

(2x2 − x0 − x3, 2y2 − y0 − y3)

Íàïîñëåäîê ðàçáåð¼ì êðàéíèå ñëó÷àè. Ïðè ïîñòðîåíèè âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ìîæåò
âûéòè òàê, ÷òî r1 = r2, òî åñòü r = 0. Óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé l1 = (P0P1) âûïèñûâàåòñÿ
ïðîñòî, îäíàêî |P0P2| îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Ýòîò ñëó÷àé íàäî ðàçîáðàòü îòäåëüíî è
ïîëîæèòü ~v1 ïåðïåíäèêóëÿðíûì l1 ñ äëèíîé r1, ~v2 = −~v1.

Ïðè ïîñòðîåíèè âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ êðàéíèì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé |P0P1| = r1 + r2 (ïî
óñëîâèþ, |P0P1| ≥ r1 + r2), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà
çäåñü � íàéòè ïðÿìóþ l1. Òîãäà P1 = P2, ôîðìóëà (1) ðàáîòàåò èñïðàâíî.
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