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Ðàçáîð çàäà÷è ¾Ïóòü ÷åðåç ãîðû¿

Àâòîð çàäà÷è è ðàçáîðà � Î. Ïàêóëÿê

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì.
Ïóñòü a[i][j] � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðèäåòñÿ ïðîéòè íà ïóòè èç ïåðâîé

âåðøèíû â j-þ, ïîñòðîèâ íå áîëåå i ìîñòîâ. Òîãäà îòâåòîì íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áóäåò
a[k][n]. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî 1 ≤ i ≤ k è 0 ≤ j ≤ n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dist(p, q) äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ñ íîìåðàìè p è q.

1. (Èíèöèàëèçàöèÿ) Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ôîðìóëû, âûâåäåííîé íèæå íåîáõîäèìî
çàäàòüñÿ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, èç êîòîðûõ âñå áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ. Â
äàííîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî a[∗][1] = 0 (∗ çäåñü îçíà÷àåò ëþáîé èíäåêñ
îò 0 äî k).

2. Âûâåäåì òåïåðü äëÿ a[i][j] ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó. Ñóùåñòâóåò âñåãî äâà ñëó÷àÿ
ïîïàñòü â âåðøèíó j: ëèáî èç ïðåäûäóùåé âåðøèíû ïî çåìëå, ëèáî ïî ìîñòó èç êàêîé-òî
âåðøèíû 1 ≤ t < j (ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîìó ìîñòó íå ïðèäåòñÿ èäòè ïîä çåìëåé è îí
íå ñëèøêîì äëèííûé). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîéäåííîå äî j ðàññòîÿíèå áóäåò ðàâíî
a[i][j − 1] + dist(j − 1, j). Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü
ìîñò ìåæäó t è j, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé: dist(t, j) ≤ R
è ¾îòðåçîê t-j íå èäåò ïîä çåìëåé¿. Äîïóñòèì, ÷òî ìû êàê-òî ïðîâåðèëè èñòèííîñòü
îáîèõ óòâåðæäåíèé. Òîãäà a[i][j] ≤ a[i − 1][t] + dist(t, j) (�≤� � ïîòîìó ÷òî âîçìîæíî
íàéäåòñÿ ñïîñîá è ïîëó÷øå ýòîãî).

Èòàê, ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

a[i][j] = min
{

a[i][j− 1] + dist(j− 1, j), a[i− 1][t1] + dist(t1, j), . . . , a[i− 1][ts] + dist(ts, j)
}

,

ãäå t1, . . . , ts � âñå çíà÷åíèÿ t, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòîèòü ìîñò èç t â j.

Êàæäîå a[i][j] âû÷èñëÿåòñÿ çà O(j · T ), ãäå O(T ) � âðåìÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìîñòà. Èòîãî O(Tn2k).
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Îáñóäèì ðàçíûå ïîäõîäû ê ïðîâåðêå ìîñòà t-j íà ¾ïðàâèëüíîñòü¿. Íåïîíÿòíûì ìåñòîì
çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî îí íå ïðîõîäèò ïîä çåìëåé, áîëåå ôîðìàëüíî � îòðåçîê t-j
ëåæèò íå íèæå ëþáîé èç òî÷åê t + 1, t + 2, . . . , j − 1. Ìîæíî äëÿ êàæäîãî t ïðîñòî áåæàòüñÿ

ïåðåìåííîé m îò t+1 äî j−1 è ïðîâåðÿòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
−→
jt è

−→
jm áîëüøå ëèáî

ðàâíî íóëî. Â ýòîì ñëó÷àå T = j − t − 1 è ñóììàðíîå âðåìÿ ïðîãðàììû áóäåò O(n3k). Ïðè
îãðàíè÷åíèè 100 íà n è k è ïðè ñîâðåìåííûõ ìîùíîñòÿõ ýòî âïîëíå ïðèåìëèìî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëèíà îòðåçêà t-j ïðåâûøàåò äîïóñòèìóþ äëèíó ìîñòà, òî íå ôàêò, ÷òî
îòðåçîê (t−1)-j òàêæå áóäåò ñëèøêîì äëèííûì. Òàê ÷òî ýòî íå ïîâîä çàâåðøàòü âû÷èñëåíèÿ
äëÿ äàííîãî j.

Åñëè áû â óñëîâèè çàäà÷è íåëüçÿ áûëî áû ñòðîèòü ìîñò, ïðîõîäÿùèé ïî ïîâåðõíîñòè
çåìëè, òî ïðè ïðîâåðêå åãî íà ïðàâèëüíîñòü âûøåîïèñàííûå âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ óæå
íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî åñòü âñå îíè áîëüøå 0.

Íàïîñëåäîê ñêàæåì ïàðó ñëîâ î òîì, óñêîðèòü ðåøåíèå ïðèìåðíî â n ðàç. Äåëî â òîì,
÷òî íà ïðàâèëüíîñòü îòðåçîê ìîæíî ïðîâåðÿòü çà O(1). Áóäåì ïåðåáèðàòü t îò j − 2 äî 1.
Ïðè ýòîì áóäåì õðàíèòü è îáíîâëÿòü íà êàæäîì øàãå q � ìèíèìàëüíóþ ïî ïîëÿðíîìó óãëó
òî÷êó ñðåäè t + 1, t + 2, . . . , j − 1 îòíîñèòåëüíî j (òî åñòü òî÷êó, êîòîðàÿ áîëüøå âñåãî

ìåøàåò ïðè ïîñòðîåíèè ìîñòà äî âåðøèíû j). Åñëè âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
−→
jt è

−→
jq áîëüøå

ëèáî ðàâíî íóëþ, òî îòðåçîê t-j ãîäèòñÿ, è q íàäî ïðèñâîèòü t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîñò t-j
íåëüçÿ ïîñòîðèòü è íè÷åãî äåëàòü íå íóæíî.
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