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Ðàçáîð çàäà÷è ¾Ïåðåêðàñêà N-óãîëüíèêà¿

Àâòîð çàäà÷è � Â. Ãóðîâèö, àâòîð ðàçáîðà � Ì. Òèõîìèðîâ

1 Ôîðìàëèçàöèÿ óñëîâèÿ

Çàìåòèì íåñêîëüêî ôàêòîâ îòíîñèòåëüíî óñëîâèÿ:

1. Âíóòðè êàæäîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà òðèàíãóëÿöèè ïðîâåäåíà ðîâíî îäíà äèàãîíàëü.

2. Óñëîâèå îá èíâåðòèðîâàíèè äèàãîíàëè âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà íå âëèÿåò íà àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

3. Ïîðÿäîê ïåðåêðàøèâàíèÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ, âåäü ñðåäè ïåðåêðàøèâàåìûõ äèàãîíàëåé
íå ìîæåò áûòü äâóõ ñîñåäíèõ (ïðèíàäëåæàùèõ îáùåìó òðåóãîëüíèêó òðèàíãóëÿöèè).

Çàìåòèì, ÷òî ïî 1 äëÿ êàæäîé äèàíãîíàëè AC ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì îíà ïðîâåäåíà. Âñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåíåíèå îïåðàöèè,
îïèñàííîé â óñëîâèè, ê ABCD áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôëèïîì AC.

2 Èäåÿ ðåøåíèÿ

Îòíûíå âñå ñòîðîíû è äèàãîíàëè òðèàíãóëÿöèè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ¾äèàãîíàëÿìè¿.
Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ, p. Îíà ðàçáèâàåò äàííûé ìíîãîóãîëüíèê íà ëåâóþ (X) è
ïðàâóþ (Y ) ÷àñòè . Åñëè â òåêóùèé ìîìåíò ìû ôëèïíåì p, òî äàëüøåéøàÿ ïîêðàñêà
áóäåò ïðîõîäèòü â X è Y íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íà ýòîì îñíîâàíà èäåÿ ðåøåíèÿ
� äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå íà ïîäìíîãîóãîëüíèêàõ òðèàíãóëÿöèè, ïîëó÷àåìûõ
îòðåçàíèåì îò èñõîäíîãî âäîëü êàêîé-ëèáî îäíîé äèàãîíàëè. Ïåðåä ôîðìàëèçàöèåé
ñêàçàííîãî íàäî îáñóäèòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá íóìåðàöèè îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äèàãîíàëü l, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû ñ íîìåðàìè i è j (i 6= j). Åñëè èäòè îò
i ê j, òî ïî ëåâóþ ðóêó áóäåò ïîäìíîãîóîëüíèê, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì S1, à ïî ïðàâóþ �
S2 (îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì). Íàîáîðîò, åñëè èäòè îò j ê i, òî ïî ëåâóþ áóäåò
S2, ïî ïðàâóþ � S1. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç íóæíûõ ïîäìíîãîóãîëüíèêîâ îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííîé äèàãîíàëè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì äâå çàäà÷è.

1. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òðèàíãóëÿöèÿ N -óãîëüíèêà è âûäåëåíà îäíà èç îðèåíòèðîâàííûõ
äèàãîíàëåé (íàïîìíèì, ÷òî ñòîðîíû òàêæå ñ÷èòàþòñÿ äèàãîíàëÿìè). Âñå ñòîðîíû
è äèàãîíàëè èçíà÷àëüíî ÷åðíûå. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ïåðåêðàøèâàíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ïîêðàñèòü âåñü ó÷àñòîê
N -óãîëüíèêà ñïðàâà îò âûäåëåííîé äèàãîíàëè â êðàñíûé öâåò (S2), ëèáî îïðåäåëèòü,
÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Îòìåòèì, ÷òî ôëèïàòü ìîæíî òîëüêî âíóòðåííèå äèàãîíàëè S2.

2. Òî æå ñàìîå, íî âûäåëåííàÿ äèàãîíàëü èçíà÷àëüíî êðàñíàÿ.

Îòâåòû íà ýòè çàäà÷è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî a(l) è b(l), ãäå l � âûäåëåííàÿ äèàãîíàëü.
Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ left(l) è right(l), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áëèæàéøèì ñïðàâà îò l
îðèåíòèðîâàííûì äèàãîíàëÿì, èìåþùèì ñîîòâåòñòâåííî îáùèé êîíåö è íà÷àëî.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó a(l). Ïîñêîëüêó ñòîðîíó l ïî óñëîâèþ ôëèïàòü íåëüçÿ, òî
÷òîáû îíà íå îñòàëàñü ÷åðíîé, íàäî ôëèïíóòü ðîâíî îäíó èç äèàãîíàëåé left(l)
èëè right(l) (îäíîâðåìåííî îáå íåëüçÿ, òàê êàê îíè ñîñåäíèå). Ðàññìîòðèì ïåðâûé
ñëó÷àé, òîãäà ýòèì õîäîì ñòàíóò êðàñíûìè left(left(l)), right(left(l)), right(l) è l.
Ïðîöåññû äàëüøåéøåãî ïåðåêðàøèâàíèÿ ïîäíîãîóãîëüíèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâûì òðåì
äèàãîíàëÿì, íèêàê íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà, ïîñêîëüêó îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âíóòðåííèì
äèàãîíàëÿì. Ïîýòîìó íàäî âçÿòü ìèíèìóì øàãîâ ïî êàæäîé èç ýòèõ ïîäçàäà÷, ïîëó÷èì
b(left(left(l)))+b(right(left(l)))+b(right(l)). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé
ñëó÷àé.

Ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ a(l):

a(l) = min(b(left(left(l))) + b(right(left(l))) + b(right(l)),

b(left(right(l))) + b(right(right(l))) + b(left(l)))) + 1

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó b(l). Åñëè â ìèíèìàëüíîì ðåøåíèè ôëèïàåòñÿ îäíà èç left(l)
èëè right(l), òî îòâåò ñîâïàäàåò ñ a(l). Åñëè íè îäíà èç ýòèõ äèàãîíàëåé íå èñïîëüçóåòñÿ, òî
îòâåò ðàâåí a(left(l)) + a(right(l)). Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà:

b(l) = min(a(l), a(left(l)) + a(right(l)))

3 Ðåàëèçàöèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ñòîðîíû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàþòñÿ äèàãîíàëÿìè.
Ðåøèì çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ñíà÷àëà ïðåäïîäñ÷èòàåì left(l) è right(l) äëÿ âñåõ l. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñîðòèðîâêó

âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ äèàãîíàëåé. Äëÿ ïîäñ÷åòà left(l) ñîðòèðîâêà èäåò ïî êîíöàì
äèàãîíàëåé, à ïðè ðàâíûõ � ïî íà÷àëàì â ïîðÿäêå îáõîäà ìíîãîóãîëüíèêà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Ïóñòü â ïîëó÷åííîì ñïèñêå ýëåìåíò b èäåò ñðàçó ïîñëå a. Åñëè åñëè èõ êîíöû
ñîâïàäàþò, òî left(b) = a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òîãäà b � ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà,
îðèåíòèðîâàííàÿ ñîãëàñíî îáõîäó ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è left(b) íå îïðåäåëåíî.
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ right(l).

Äàëåå îðãàíèçóåì ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìåíüøèì
ðàçìåðíîñòÿì, îòñîðòèðóåì îðèåíòèðîâàííûå äèàãîíàëè ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ó÷àñòêàì ìíîãîóãîëüíèêà � â ïðàâûõ ïîäìíîãîóãîëüíèêàõ. Ïîñëå ýòîãî
âû÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âåðøèí: ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ a(l),
çàòåì b(l). Èíèöèàëèçàöèÿ: åñëè l � ñòîðîíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îáõîäà ìíîãîóãîëüíèêà,
ñïðàâà íåò íè÷åãî è a(l) =∞, b(l) = 0. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íàäî ïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿì a è b îò
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íåîïðåäåëåííûõ äèàãîíàëåé ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîñòü. Îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäåò ÿâëÿòüñÿ
a(l), ãäå l � ëþáàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îáõîäà ìíîãîóãîëüíèêà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíà O(N log N).
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